Bevezetés

Ez a segédlet a Nyiregyhazi Foiskola Miiszaki ¢s Mezdgazdasagi Karan, gépészmérnok
szakos hallgatoknak oktatott, ,, VEM alapjai” cimii tantargyhoz kapcsolodik. Nem fedi le a
tantargy teljes anyagat, hanem véazlatos jellegii. Elsddleges célja az, hogy a tananyag bevezeto
jellegli részeit kézhez kaphassak a hallgatok, kiilonos tekintettel a levelezd tagozatos
hallgatok. Ez a segédlet jelenleg folyamatos fejlesztés alatt all!
Az alabbi szakirodalmi forrasokbdl meritettem leginkabb:
» 0. C. Zienkiewicz, R. L. Taylor, J. Z. Zhu: The finite element method, its basis
and fundamentals, Elsevier Butterwort-Heineman Linacre House, Oxford, 2005,
ISBN 0-7506-6320-0
» Paczelt L.: A végeselem-modszer alapjai. Miskolci Egyetem, 1993.
» Carlos A. Felippa: Introduction to Finite Element Methods, University of
Colorado, textbook assembled from lecture notes, 2004.
Kiemelt forrasmi:
» Paczelt Istvan, Szabd Tamas, Baksa Attila: A végeselem-mddszer alapjai,
elektronikus jegyzet, (kiado, kiadasi év nem szerepel benne)
http://www.mech.uni-miskolc.hu/~paczelt/notes/VEM-ME-jegyzet.pdf

A negyedik jegyzet a miskolci egyetem honlapjan elérhet6. Mivel ez az egyik legatfogobb
magyar nyelvii anyag, amely a témakor legkiemelkedébb hazai kutatoinak tollabol szarmazik,
¢s ingyenesen elérhetd, ezért minden hallgatonak ajanlom figyelmébe. Természetesen, ez a
jegyzet messze tulmutat a ,,VEM alapjai” kurzus keretében eldadott tanagyagon. Kiilonosen
hasznos lehet a jegyzet elején talalhaté matematikai attekintés.

Kotelez6 tananyag az 53-60. oldalon talalhato ,,Alapfogalmak™ c. alfejezet. Ezen feliil ajanlott
elolvasni a teljes 3. fejezetet, noha annak csak toredéke tartozhat a jelen tantargy anyagahoz.

Dr. Dezs6 Gergely, foiskolai tanar, tantargyfelelds



A mechanika (fizika) fogalmai, amelyek a VEM-ben is fontosak

A szabadsagi fok (degrees of freedom) széles korben hasznalt kifejezés, az angol nyelvii
szakirodalomban ¢€s szamitogépes alkalmazasokban a roviditése altalaban DOF. Ez a kifejezés,
akéarcsak a ,,merevségi matrix” (stiffness matrix) vagy az ,erdvektor” (force vector) a
szerkezetek mechanikdjabol szarmazik, amely teriileten a VEM elsé alkalmazasait
kifejlesztették. Ez a szohasznalat késobb atterjedt mas teriiletekre is.

A newtoni mechanika alapjaibol kiindulva a 18. szazadban Euler és Lagrange alkotta meg
a klasszikus analitikus mechanikat, amelyet Hamilton és Jacobi fejlesztett tovabb. Ennek
targya az elegendden nagy szamu molekulabol all6 anyagi részecskéktdl a repiilogépeken at a
Naprendszer leirasdig terjed. (Az atomi méretli rendszerek vizsgalata a kvantummechanika, a
galaktikus méretli rendszereké pedig a relativitaselmélet targya.) Az ilyen rendszerek térbeli
koordinataknak is nevezziik. Hasznalatos még az dllapotvaltozok, vagy elsodleges valtozok
kifejezések is, kiilonosen a matematikai jellegli munkakban.

Amennyiben a szabadsagi fokok szama véges, a rendszert diszkrémek nevezziik, egyébként
pedig folytonosnak. Mivel a VEM egy diszkretizalo eljaras, a VEM modell szabadsagi
fokainak szdma sziikségképpen véges. A szabadsagi fokokat leir6 adatokat egy
oszlopvektorba szokas rendezni, amelynek jele: U . Ezt szabadsdagi fok vektornak, vagy
dllapotvektornak nevezik. Az U vektort csomdponti elmozduldas vektornak is mondhatjuk, de
ez csak a mechanikai alkalmazasokban hasznélatos.

Az analitikus mechanikaban minden szabadsagi fokhoz tartozik egy ,konjugalt” vagy
,»dudlis” mennyiség, amit daltaldnositott eronek hivunk. A mechanikén kiviili alkalmazasokban
is megvannak ezek a konjugéalt mennyiségek, amelyeket jobb hijan szintén erdknek, vagy
»kényszeritd hatdsoknak” neveziink. Ezek a hatdsok felelések a valtozdsokért. Az erdket

szintén egy vektorba rendezziik, amelynek jele:f . A mechanikaban az f' -Uskalarszorzat a
kiils6 er6k munkajat adja meg.

Ahogy a racsos tartok feladataban, az U és f vektorok kozotti sszefiiggést az altaldnos
esetben is linearisnak és homogénnek feltételezziik. A homogenitas azt jelenti, hogy hau
nullvektor, akkor f is az. Ez a matematikai kapcsolat a merevségi egyenlettel (master stiffness
equation) irhat6 le:

Ku=f.
A Kneve merevségi matrix a nem mechanikai alkalmazasokban is, mivel nem sziiletett

konszenzus mas elnevezésrdl. Az U és f vektorok fizikai jelentése attol fiigg, hogy milyen
feladatot oldunk meg.

alkalmazasi tertilet U jelentése f jelentése
(szabadséagi fokok, DOF) (erék)
szerkezetek és szilard Elmozdulas mechanikai erd
testek mechanikaja
Hovezetés HOmérséklet héaram slr(iség
akusztikus folyadék elmozdulds potencial részecskék sebessége
Potencialaramlasok Nyomas részecskék sebessége
altaldnos dramlasok Sebesség aramsl(rliségek
Elektrosztatika elektromos potencial toltésslrliség
Magnetosztatika magneses potencial magneses térerdsség

Ha az erék és a szabadsagi fokok kozotti osszefliggés nem homogén, akkor a merevségi
egyenlet az alabbi alakban irhato:



Ku=fy,+f,
ahol f| a kezdeti csomoponti erévektor (késobb esik sz6 rola), amely alkalmas példaul

mechanikai feladatokban a héfesziiltség figyelembevételére. f, a kiils6 er6k vektora.

A végeselem modszer fO elvi 1€péseit most altalanosabb nézépontbol tekintjiik at. Bar a
figyelmiink kozéppontjdban a mechanikai alkalmazasok dallnak, minden elvi 1épés
altalanosithato és értelmezhetd mas tipusu feladatokra is. Az 1. &bran a VEM harom {6 1épése:
az idealizécio, a diszkretizacio, a megoldas, és azok kapcsolatrendszere lathat6. Bar ez az dbra
egyszertsitésekkel €1, mégis alkalmas a széhasznalat és az elv bemutatasara. Mindegyik 1épés
hibdk forrasa. Az édbran visszafelé torténé mozgasok (,,megfeleltetések’) altalaban 1ényegesen
nehezebbek, rosszul kondicionalt feladatok.

IDEALIZACIO DISZKRETIZACIO MEGOLDAS
Fizikai — | Matematikai |—> Diszkrét Diszkrét
rendszer - modell - modell megoldas
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numerikus hiba

diszkretizalasi + numerikus hiba

modell + diszkretizalasi + numerikus hiba

1. abra A VEM szimulacio lépései

Idealizacio
Az idealizacid a valos fizikai problématdl a matematikai modellig vezetd 1épés. A miiszaki
gyakorlatban ez a legfontosabb 1épés, mert nem gépesithetd. Ezt mindig ember végzi.

Modellek

A ,,modell” kifejezés hagyomanyosan egy targy kicsinyitett, miikodéképes masat jelenti. A
szotarak is igy adjak meg a jelentését. Azonban mi egy Ujszerii jelentésben hasznaljuk ezt a
szOt, ami a szamitogépek megjelenése ota egyre inkabb elterjed:

A modell egy szimbolikus (elvont, absztrakt) gép, amelynek célja egy rendszer
miikodésének leirasa és elorejelzése bizonyos szempont(ok)bol.

Vegyiikk észre a ,mikodés” €és a ,leirds bizonyos szempontbol” kifejezések kozotti
kiilsnbséget.! Ahhoz, hogy egy rendszer miikodését elére jelezziik fizikai valosagaban, magat
a rendszert kell vizsgalnunk. A modell elvonatkoztat a valdsagtol, és a vizsgalni kivant
szempontokbodl irja le a rendszert. A ,,szimbolikus” jelzé azt fejezi ki, hogy a modell a

! “Minden modell rossz, de némelyik hasznalhaté.” (George Box)



rendszert egy masik tudomanyteriilet nyelvén reprezentdlja. Példaul a miiszaki rendszereket a
matematika €s/vagy az informatika nyelvén (jelrendszerével) irja le.

Matematikai modell

A matematikai modellezés, vagy idealizacio az a 1€pés, amellyel a mérnok a valos fizikai
rendszert6l annak matematikai modelljéig jut el. A modell kifejezést a fenti értelemben
hasznaljuk.

Azért hivjuk idealizacionak ezt a 1épést, mert a matematikai modell sziikségképpen
elvonatkoztatassal all el a fizikai rendszerbdl. (Emlékezziink a ,leirds bizonyos
szempontbol” kifejezésre.) A matematikai modellb6l nyert analitikus vagy numerikus
eredmények csak a modellezéskor figyelembe vett szempontok szerint feleltethetdk meg a
Valc')ségnak.2

Annak bemutatasara, hogy a mérnok milyen dontési helyzetbe keriil az idealizacié soran,
képzeljik el, hogy egy sik lemezekbdl allo szerkezetet kell megvizsgalni, amelyet a
lemezekre meréleges terhelések is érnek. ime egy lista négy lehetséges matematikai modellrsl
a teljesség igénye nélkiil:

1. Nagyon vékony lemez modell a Kéarman-féle csatolt membran hajlitdsi modell
elmélet alapjan.

2. Vékony lemez modell, mint pl. a klasszikus Kirchoftf-féle lemez modell.

3. Kozepesen vastag lemez modell a Midlin-Reissner lemez elmélet alapjan.

4. Vastag lemez modell a rugalmassagtan szerint, a lemezeket harom dimenzids
testként modellezve.

Attol a személytdl, aki felelos az ilyen dontések meghozataldért elvarhato, hogy ismerje
mindegyik modell eldnyét, hatranyat és érvényességiik korlatait. Tovabba a dontés mas lehet
statikai €s dinamikai vizsgalatok esetén.

A miiszaki problémak egyre Osszetettebbek. Ahhoz, hogy a szimulaci6 lehetévé valjon,
sziikség van a komplexitas kezelhetdé mértékiire torténd csokkentésére. A matematikai
modellezés egy eszkdz arra, hogy a komplexitast kezeljiik. Ezt Ggy érjiik el, hogy kisziirjiik
azokat a fizikai részleteket, amelyek a vizsgalat szempontjabol nem lényegesek. Példaul egy
kontinuum mechanikai modell nem veszi figyelembe a mikrokristalyok alakjat, és azt sem,
hogy az anyag sok-sok milliard atombol all. A mérndk altaldban csak néhany eredd
mennyiségre kivancsi, mint egy hidszerkezet maximalis lehajlasa, vagy egy repiil6gép rezgési
alapmoédusa. Bar a fizikus szaméra ezek a mennyiségek szamtalan atom és molekula
kolesonhatdsabol erednek, ezeket a részleteket figyelmen kiviil hagyjuk a modellalkotas soran.
fgy egy matematikai modell kivalasztisa gy is felfoghatd, hogy egy informacio-sziir6t
alkalmazunk. A matematikai modellek kiilonboznek egymastol abban, hogy mely
informaciokat tartjuk meg, és melyeket sziirjiik ki. Eppen ezért van kiilonds jelentSssége az
idealizacid soran hozott dontésnek.

Implicit és explicit modellezés

Korabban emlitettiik, hogy a ... abra egyszeriisitéseket tartalmaz.

Az ipari gyakorlatban altalaban a kovetkezd torténik: meg kell vizsgalni egy szerkezetet,
vagy részrendszert, amihez egy altalanos céli végeselem szoftver all rendelkezésre. Az ilyen
szoftverek a felhasznald szdmara elemkonyvtarakat kindlnak fel, amelyben talalhaté rad-,
gerenda-, memnbran-, lemez- és 3D elemek stb. Abban a pillanatban, amikor egy végeselemet
kivalasztunk, automatikusan elfogadjuk a hozza tartoz6 matematikai modellt is. Ez az implicit
modellezés. 1dedlis esetben a felhasznald tudatdban van annak, hogy mi az, amit valasztott.

? Mig az idealizaci6 az egyetemi kurzusok témakore lehet, az ellenkezé iranyi 1épés, az eredményeknek a
valosaggal torténd megfeleltetése a vizsgalt rendszer miikddésének alapos fizikai megértését és tapasztalatot
igényel, amely hosszu kutatasi és szakmai gyakorlattal szerezhetd meg.



Ennek a jegyzetnek az egyik f6 célja, hogy az implicit modellezéshez sziikséges ,,végeselemes
alapmiiveltséget” atadja az olvasénak. Sajnos a kereskedelmi szoftverek sok felhasznaloja
nincs tisztdban az implicit modellezés e ,,magaban foglal6” sajatossagaval és a helyes
alkalmazassal.

A maésik szélsOséges esetben az ember eldszor legjobb tuddsa szerint kivalaszt egy
matematikai modellt. Ezt kovetéen vagy keres egy olyan kereskedelmi célszoftvert, amely
programot. Ez az explicit modellezés. Ehhez sokkal tobb technikai tudasra, tapasztalatra és
érettségre van sziikség, mint az implicit modellezéshez. Azonban kiilonleges feladatok esetén
valoszintlileg ez a legmegfelelobb valasztas.

A gyakorlatban elterjedt az implicit és explicit modellezés kombinacioja. A fizikai
feladatot, amelyet szimuldlni kivannak, részfeladatokra bontjak. Azokat a részfeladatokat,
amelyek altalanos eszkozokkel kezelhetk, implicit modellezéssel oldjak meg, és csak a
kiilonleges részfeladatokat vizsgaljak explicit modellezéssel.

Diszkretizaci

A matematikai modellalkotds egy egyszerisito 1épés. Azonban nem minden fizikai
rendszer matematikai modellje elegendden egyszerli ahhoz, hogy megoldjuk azokat. Gyakran
térbeli és 1d6 valtozok szerinti csatolt parcidlis differencidlegyenletekkel allunk szemben,
amelyekre peremfeltételek is vonatkoznak (bonyolult peremfeltételekkel megadott peremérték
feladatok). Az ilyen feladatoknak végtelen sok szabadsagi foka van.

Analitikus vagy numerikus?

Ezen a ponton el kell donteni, hogy analitikus vagy numerikus megoldast keresiink. Az
analitikus, un. ,zart alakban megadhaté” megoldasok intellektudlis szempontbdl sokkal
inkabb kielégitdk, kiillonosen akkor, ha a feladatok széles korére érvényesek tgy, hogy az
altalanos megoldasbol a konkrét esetek megolddsai szabadon valtoztathaté paraméterek
behelyettesitésével kaphatok. Sajnos az ilyen megoldasok csak szabalyos geometriai
tartomanyok ¢és egyszerli peremfeltételek esetén léteznek. Raadéasul, bizonyos zart alakban
felirt megoldasokat, példaul az inverz integral transzformacioval felirtakat is numerikusan kell
kiszamitani ahhoz, hogy a gyakorlatban alkalmazhatok legyenek.

A legtobb feladat, amellyel a mérnok szembekeriil, vagy nem oldhaté6 meg analitikusan,
vagy aranytalanul nagy erdfeszitést igényelne az analitikus targyalasmod. A gyakorlati
megoldas a numerikus szimulacid. Ez az a pont, ahol a végeselem modszer a képbe keriil.

A numerikus szdmitasok elvégzéséhez sziikség van arra, hogy a szabadsagi fokok szamat
véges értékiire csokkentsiik. Ezt a csokkentést nevezziik diszkretizacidnak. A diszkretizacid
eredményeképpen kapjuk a diszkrét modellt. Ahogy kordbban emlitettiik, a diszkrét modell
tobbszintli részekre bontas eredménye is lehet.

A diszkretizacio lehet térbeli és iddbeli. Ez a jegyzet nem foglalkozik az iddbeli
diszkretizacioval.

Hibaforrasok és kozelités

Az 1. abran lattuk, hogy a szimuldci6 minden Iépése hiba forrdsa. A miiszaki
szamitasokban a modellezéssel (idealizalassal) kapcsolatos hibdk a legjelentdsebbek.
Azonban nehéz ¢és koltséges ellendrizni azokat, mert ehhez a kisérleti adatokkal valo
Osszehasonlitdsra van sziikség. Kisérleti adatbol altaldban kevés van, vagy 1) termék
kifejlesztésekor egyaltalan nincs.

A diszkretizacios hiba a masodik legfontosabb hibaforrds. Még ha a numerikus megoldas
hibajat elhanyagoljuk is, — ezt legtobbszor megtehetjiik — a diszkrét megoldas 4ltalaban csak
kozelitése a matematikai modell egzakt megoldasanak. Ennek az eltérésnek a mértéke a



diszkretizacios hiba. Ennek a hibatipusnak a vizsgalata és jellemzése a numerikus
matematikan beliil egy kiilon tudomanyteriilet, az approximacio elmélet targya.

Mindenki raérezhet arra, hogy a diszkrét modell megoldasa javul, ha noveljiik a szabadsagi
fokok szamat, nullava valik, ha a szabadsagi fokok szama a végtelenbe tart. Ez a pontatlanul
megfogalmazott allitds nem mas, mint a diszkrét modellekre vonatkoz6 konvergencia
kovetelmény.

Mas diszkretizacios modszerek

Korabban allitottuk, hogy a szerkezeti mechanikdaban a legnépszertibb diszkretizacids
eljarasok a végeselem modszer és a peremelem modszer. A végeselem modszer messze a
legelterjedtebb. A peremelem moddszer népszertisége abbol fakad, hogy a feladatok egy
bizonyos osztalyat hatékonyan lehet vele targyalni, kiilonosen azokat, amelyek végtelen
tartomanyokat tartalmaznak. Mindazonaltal messze a masodik marad, és gy tlinik, hogy
kimeritette a lehetdségeit.

A nem szerkezeti alkalmazasokban, mint a folyadékok mechanikdjaban ¢és az
elektroméagnesség teriiletén a végeselem moddszer terjed, de komoly vetélytarssal kell
szembenéznie, ez a véges differencidk modszere. A véges differenciak és véges térfogatok
modszere kiilonosen alkalmas olyan hidrodinamikai feladatok megoldasara, amelyekben a
Reynolds-szam értéke nagy.

A végeselem modszer

A végeselem modszer (VEM) a szerkezeti mechanika dominans diszkretizacios technikaja.
A VEM targyalhato fizikai és matematikai megkdzelitésben. Mi az el6bbit valasztjuk.

Fizkai néz6pontbdl a VEM alapgondolata az, hogy a matematikai modellt egymassal nem
atfedé6 egyszerli geometriai tartomanyokra bontjuk, amelyeket végeselemeknek, vagy
egyszeriien csak elemeknek hivunk. Az egyes elemek valaszfiiggvénye (response - valasza a
kiilsé hatasokra, matematikai értelemben is valasz) kifejezhetd véges szamu szabadsagi fok
segitségével, amelyeket egy vagy tobb fliggvénynek a csomopontokban felvett értékeként
kaphatunk meg. A matematikai modell valaszat a diszkrét modell valaszaval kozelitjiik,
amelyet az egyes elemek 0sszekapcsolasaval kapunk.

A szétvalasztas és Osszedllitds gondolata magatdl értetédéen vetddik fel, mikdzben
természetes ¢és mesterséges rendszereket vizsgalunk. Példa erre egy gép, hid, épiilet,
repiildgép vagy az €l6lények csontvaza, amelyek egyszeriibb alegységekbdl épiilnek fel.

A véges differencia modellekkel ellentétben a végeselemek nem fednek 4t egymadssal
(diszjunktak). ...

A végeselemek tulajdonsagai

Ahogy kordbban a racsos tartd példdjan lattuk, mindegyik taghoz tetszdleges tipusu
végeselem rendelhetd hozzd, természetesen egyszerre csak egy. Az elemek egyedi
tulajdonsagait a tobbi elemtdl fiiggetleniil, kiilon-kiilon irhatjuk le, mintha nem is lennének
kapcsolatban egymassal. Ez a kulcsa az elemkonyvtirakon alapuldé moduléris
programozasnak.

A kozvetlen merevség modszere (direct stiffness method) egy szétcsatolasi €s lokalizalasi
Iépést tartalmaz, ami lehetdvé teszi az elemek elkiilonitett kezelését. Az eljaras része az
elemek szétvalasztdsa a csomopontok elkiilonitésével, majd az elemeket egy kényelmesen
hasznalhat6 (elemhez rogzitett, lokalis) koordinatarendszerben irjak le. Ezek utan mar csak az
altalanos elemekkel kell foglalkozni: rad elemekkel, gerenda elemekkel stb. A szamitdgép
programozas szempontjabol ez azt jelenti, hogy nem sziikséges minden egyes végeselem
jellemzoit kiilon-kiilon implementalni, hanem elegend6 egy tipusra egyszer megirni a kodot a
megfeleld paraméterek beépitésével.




A kovetkezOkben attekintjiik, hogy egy végeselem milyen adatokkal jellemezhetd. Ezeket
az adatokat a végeselem szoftverek az elem szintii szamitasokhoz hasznaljak fel.

Kiterjedés

Az elemek egy- két- vagy haromdimenzidsak lehetnek (1D, 2D, 3D).? Léteznek kiterjedés
nélkiili (nulla dimenzids) specidlis elemek, példaul pontszerii rugdk, pontszerii tomegek. Az
elemek tényleges dimenzidja kiterjeszthetd kinematikai transzforméciokkal, igy példaul 1D
elemekbdl, amilyenek a rud és gerenda elemek, felépithetok 2D vagy 3D szerkezetek is.

Csomodpontok

Minden elem tartalmaz megkiilonboztetett pontokat, amelyeket csomdpontoknak hivunk
(nodal point, node). A csomodpontoknak kettds szerepiik van: meghatarozzak az eclem
geometriai jellemzdit, €és a csomopontokhoz kapcsolodnak a szabadsagi fokok is. Ha
sziikséges a megkiilonboztetés, akkor beszélhetiink geometriai csomoépontrdl €s kapcesolodasi
csomopontrol. Az altalunk targyalt esetek tobbségében ezek egybeesnek.

A csomopontok altalaban az elemek végpontjai vagy csticspontjain helyezkednek el, ahogy
a 2. abra is mutatja. Az Un. finomitott vagy magasabb rendi elemek esetén tovabbi
csomopontok lehetnek az éleken, lapokon vagy az elem belsejében is.

1D

2D

2D

3D

2. abra Tipikus végeselem alakok és a csomoOpontok lehetséges elhelyezkedése

Alak (geometria)

Az elem alakjat a geometriai csomopontok elhelyezkedése hatarozza meg. A gyakorlatban
hasznalt legtobb elem alakja rendkiviil egyszerli. Egy dimenzidban az elemek egyenes
szakaszok vagy gorbe vonaldarabok (szegmensek). Két dimenzidban harmszog vagy
négyszog alakuak. Harom dimenzioban a legelterjedtebb alakok a tetraéder (tetrahedron, tet),
az otoldalu (siklapokkal hatarolt) test (nevezik ¢knek vagy prizménak is, pentahedron, wedge),
vagy a hatoldalu test (a kockaszerii/kuboid vagy ,tégla” elnevezés is szokdasos, brick,
hexahedron, hexa). A 2. abran lathatok példak.

¥ A dinamikai vizsgalatokba az id6 is egy tovabbi kiterjedésként épithetd be.



Szabadsagi fokok

Az elem szabadsagi fokai az elem dllapotat definiadljak. Ezen feliil egyfajta ,kezeld
eszkozként” is funkciondlnak, amelyeken keresztiil a szomszédos elemek csatlakoznak. A
szabadsagi fokok definici6 szerint az elsddleges valtozonak a kapcsolddasi csomdpontokban
felvett értékei (esetleg a derivaltjai). A konkrét kivalasztasuk késobb targyalando
szempontoktdl is fiigg. Itt csak utalunk arra, hogy ez attél fiigg, hogy az elsddleges valtozé
hogyan jelenik meg a matematikai modellben. Mechanikai elemek esetén az elsddleges
valtoz6 az elmozdulds mezd, és a legtobb (de nem mindegyik) elem szabadsagi fokai a
csomoponti elmozdulas komponensek.

Csomoponti erok
A szabadsagi fokokhoz egy-egy értelmii hozzarendeléssel mindig kapcsoldodnak erdk.
Mechanikai elemek esetén az Osszefiiggés energia elvekbdl szarmazik.

Osszetétel (anyagi) jellemzok

Mechanikai elemek esetén ezek adjak meg az anyag tulajdonsagait. Példaul linedris,
rugalmas radelemre elegendd megadni az E rugalmassagi egyiitthatét és az o hotagulasi
egyltthatot.

Gyartasi (alkatrész jellegii) sajatossagok

Mechanikai elemeknél azokra a gyartasbol szarmazo sajatossagokra kell gondolnunk,
amelyek csak Osszesitve jelennek meg az elem tulajdonsagai kozott, igymond kiintegraljuk
azokat az elem kiterjedésébdl. Példaul ilyenek a gerenda elemek keresztmetszeti jellemzdi,
vagy a lemez és héjelemek vastagsaga.

Szamitogépes alkalmazasok esetén a fentebb emlitett adatok beépiilnek egy megfeleld
adatstruktaraba. Ezeket felhasznaljak az elemgeneral6 eljarasok arra, hogy lokalis koordinata-
rendszerben kiszamitsék az elemek merevségét.

A mechanikai elemek osztalyozasa

A szerkezeti mechanikdban hasznalt végeselemek aldbbi csoportositasa nagyjabol azon
alapul, hogy azok kiterjedésiiket tekintve mennyire vannak ,kozel” az eredeti fizikai
rendszerhez, amit vizsgalunk. A csoportositds célja egyrészt az, hogy tisztdzzon olyan
fogalmakat, amelyek késébb ismét megjelennek majd a tananyag késdbbi részeiben, masrészt,
hogy betekintést adjon olyan korszerti modellezési technikakba, mint a hierarchikus finomitas
¢s a globalis-lokalis analizis.

Primitiv (egyszeru) szerkezeti elemek

Hasonlitanak a valddi szerkezeti elemekre. A primitiv jelz0 megkiilonbozteti ezeket a
makroelemektdl, amelyekrdl késobb esik sz6. A primitiv azt jelenti, hogy nem bonthatok fel
tovabbi, egyszerlibb elemekre.

Ezek az elemek altalaban az anyagok mechanikajanak egyszeriisitett modelljein alapulnak,
¢s sokkal konnyebb megérteni azokat fizikai megfontoldsok alapjan, mint matematikai
megkdzelitésbol. Ilyenek példaul a rud, gerenda stb. elemek.

Kontinuum elemek
Egyaltalan nem emlékeztetnek a valodi szerkezetekre. Folytonos tomegeloszlasu testek
felosztasabol szarmaznak, vagy folytonos kdzegként felfogott szerkezeti elemekbdl.



A szerkezeti (primitiv) elemekkel ellentétben a kontinuum elemeket egyszeriibb megérteni
matematikai leirasuk alapjan. Ilyenek példaul a lemez, héj, tengelyszimmetrikus térbeli, vagy
az éltalanos térbeli szilard elem.

Specialis elemek

A specialis elemek rendelkeznek a szerkezeti vagy kontinuum elemek tulajdonsagaival, de
ezen felill még olyan sajatossagaik is vannak, amelyek a feladat specialis fizikai jellegébdl
adodnak. Példaul ilyenek a repedést szimuldldo elemek (amelyeknek egyik csomopontjuk
kettds), nyirod6 panel elemek, végtelen, vagy ,,majdnem végtelen” elemek, érintkezési és
biintet6 (-fliggvényekhez jarulékot ado) elemek, merev test elemek.

Makroelemek

A makroelemeket szokés elemcsomagnak (mesh unit) vagy szuperelemeknek is nevezni,
bar ez utébbi atfed a kovetkezo részben targyalt alstruktarakkal. A makroelemek hasonlitanak
bizonyos szerkezeti elemekre, legfontosabb jellemzdjiik, hogy egyszeri elemekbdl épiilnek
fel (3. abra).

@Y -4y
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A makroelemek hasznalatdnak f0 célja az eldéfeldolgozas egyszertsitése. Példaul
egyszerlibb egy 2D felosztast definialni négyszdg elemekkel, mint haromszog elemekkel. Az
a tény, hogy a hattérben a négyszog elemek valdjaban haromszog elemekbdl allnak, a legtobb
felhasznalé szamara nem fontos. Hasonldan, a doboz alakii makroelemek hasznalata idot
takarithat meg ilyen jellegli szerkezetek vizsgalatakor pl. szekrényes (lireges) tartdoszerkezet,
hid.

Alszerkezetek (substructures)

Szerkezeti modul vagy szuperelem néven is ismertek. Az elemek olyan halmaza, amely
pontosan definidlt szerepet tolt be a szerkezetben, tipikusan egy nagyobb szerkezet részekre
osztasabol adddnak. Példak: egy repiilogép szarnyai €s torzse, egy hidszerkezet tornyai,
hordfeliilete és tartokabelei.

A makroelemek és alstruktardk kozott nincs éles megkiilonboztetés. Az alszerkezetek
altalaban ,.feliilrdl lefelé” vald gondolkodasbol adodnak, a makroelemek pedig ,,alulrol
felfele” épitkezd gondolkodasbol. A szuperelem kifejezés gyakran gytijténévként szerepel
magaba foglalva mindkét elemtipust.

Osszeallitas



A teljes modell felépitése két 6 1épés tartalmaz:

Globalizdcio: az elemeket leird egyenleteket egy kozos, globalis koordinata-rendszerbe
transzformaljak, ha sziikséges.

Osszefiizés: az egyes elemekre kiilon-kiilon felirt merevségi egyenleteket egyetlen, kdzos
merevségi egyenletté¢ allitjak Ossze megfeleld indexelés bevezetésével és sorok, oszlopok
beszurasaval a matrixokba. A globalis merevségi egyenlet sok ezer, vagy tobb millio
szabadsagi foku is lehet, emiatt szamitogépes alkalmazdsok hasznalata, vagy készitése
sziikséges.

Peremfeltételek

A VEM f6 erdssége, hogy alkalmazasa soran konnyen és elegansan kezelhetdk a
peremfeltételek és kapcsolodasi feltételek. Ennek az er6sségnek azonban arnyoldala is van. A
kezdé6 VEM felhasznalok szamara komoly kihivast jelent megérteni és helyesen kezelni a
peremfeltételeket. Itt egy rovid leirast adunk a peremfeltételekrol, a kovetkezd fejezet
részletesebben targyalja azokat.

Lényeges és természetes peremfeltételek

A legfontosabb, amire emlékezniink kell az, hogy a peremfeltételek alapvetden két modon
jelentkezhetnek, ezek: 1ényeges és természetes.

Leényeges peremfeltételek: kdzvetleniil befolyasoljak a szabadsagi fokokat, a bal oldali U
vektorra alkalmazzuk azokat.

Természetes peremfeltételek: a szabadsagi fokokat nem befolyasoljak kodzvetleniil, s jobb

oldali f vektorra alkalmazzuk azokat.
A matematikai igazolast késébbre hagyjuk, a recept a kovetkezo:
1. Ha egy peremfeltétel kozvetleniil tartalmaz egy vagy tobb szabadséagi fokot, akkor
lényegesnek nevezziik. Példa: el6irt csomdponti elmozdulés.
2. Minden mas esetben a peremfeltétel természetes.
A L kozvetleniil” kifejezés céja az elsddleges fliggvények derivaltjainak kizarasa, hacsak
nem maguk a derivaltak a szabadsagi fokok, mint példaul gerenddkban és lemezekben az
elfordulas (rotacio).

Peremfeltételek szerkezeti feladatokban

A mechanikai feladatokban a lényeges peremfeltételek elmozdulasokat tartalmaznak (de
nem megnyulas jellegli derivaltakat). Egy épiilet vagy hid alatdmasztasat megado feltételek
egyszeri példak erre. Azonban vannak sokkal altalanosabb peremfeltételek, amelyek
megjelennek a gyakorlatban. A mérndknek ismernie kell az alabbi elmozdulas peremfeltétel
tipusokat:

Talaj vagy tdmasz feltétel. Kozvetlenil megtiltja a szerkezet merev test szerll
elmozdulésait.

Szimmetria feltételek. Szimmetria vagy antiszimmetria megszoritdsokat alkalmaz a
szerkezet valamely szimmetria sikjara, tengelyére vagy pontjara. Ez lehetévé teszi, hogy a
diszkretizdcid sordn a rendszernek csak egy részére végezziikk el a szamitast, és igy
csokkenjen a modellezésbe fektetett munka, és a megoldando egyenletek szdma.

Elhagyhato szabadsagi fokok. Azoknak az elmozdulasoknak a figyelmen kiviil hagyasa,
amelyek lényegtelenek a feladat megolddsa szempontjabol. Még a végeselem programok
gyakorlott felhasznaloit is megzavarja idonként ez a fajta peremfeltétel. Példa: egy sima
héjszerkezet feliiletére merdleges forgasi szabadsagfok.

Kapcsolodasi feltételek. A szomszédos szerkezetekkel, alszerkezetekkel vald kapcsolddast
biztositjak, vagy Osszefiiggéseket adnak meg a szabadsagfokok kozott. Az ilyen feltételek
koziil sokat a tobbpont feltételek vagy tobb szabadsagi fokra vonatkoz6 feltételek (multipoint



constraints, multifreedom constraints) cimsz6 alatt emlegetik. Ezeket numerikus szempontbol
rendkiviil nehéz kezelni.



A segédlet kovetkezo része onmagaban is értheté egységet képez. Rovid bevezeté utin
példakon keresztiil mutatja be azt, hogy a végeselem modszer alkalmazasakor milyen
szerepet kap a matrix formalizmus.

A végeselem modszer helye a tudomanyban

Annak ellenére, hogy a végeselem modszer a természettudomany szinte minden teriiletén
alkalmazhatd, a jelen fejezet csupan a mechanikan beliil kivanja megmutatni a helyét. Ennek
oka kettds. A modszer elsO gyakorlati alkalmazasai, amelyek a fejlodésére is dontd hatast
gyakoroltak, mechanikai jellegick voltak. Masrészt, ha megértjiik a mechanikédn beliili
szerepét, konnyen altalanosithatjuk azt a tobbi tudomanytertiletre.

A fizika altalaban, és vele egyiitt a mechanika az alabbi teriiletekre oszthato:

o Kisérleti fizika/mechanika: a jelenségek megfigyelésekkel és kisérletekkel valo
vizsgalatat jelenti, célja az ismeretszerzés.

e Elméleti fizika/mechanika: célja a meglévd ismeretek atfogd rendszerbe foglalasa,
elsOsorban matematikai eszk6zokkel, deduktiv tton.

e Alkalmazott fizika/mechanika: a rendelkezésre all6 tudomanyos ismeretek technikai,
ipari alkalmazasat, kozvetlen hasznositasat jelenti.

e Szamitogépes fizika/mechanika: a XX. Szazad sziilotte, a szamitdstudomany
fejlodésének koszonheti 1étrejottét. Célja a jelenségek, vagy tudomanyos hipotézisek
szamitogépes modellezése, modszere a matematikai modellek szamitogépes
implementéalasa. Barmilyen jelenségre vonatkozoan végezhetiink szamitdsokat, ha
rendelkezésiinkre all annak vélt vagy valés matematikai modellje, azt beprogramozzuk,
¢s van egy szamitogépiink, amely képes belathatd idon beliil elvégezni a sziikséges
miiveleteket (ez néha nem is annyira magatdl értet6dd). A szamitdgépes fizikat azért
szokas kiilon teriiletként emlegetni, mert sajatosan kapcsolddnak 6ssze benne a fizika,
szamitastudomany és a matematika ismeretanyagai. A szamitogépes fizikat
leggyakrabban elméleti vagy alkalmazott fizikai vizsgalatokra hasznaljak.

A végeselem modszer egy matematikai eljaras, amely konnyen programozhato, és ezért a
szamitogépes fizika ill. mechanika egyik legelterjedtebb eszkoze.

A feladatok osztalyozasa

A szamitogépes mechanika témakdrei a vizsgalt rendszer méreteinek nagysagrendje alapjan
tovabb csoportosithaté nano- ¢és mikromechanika, kontinuummechanika (szilard testek,
folyadékok, tobbfazist rendszerek), és rendszerek mechanikajara.

A kontinuummechanikaban megkiilonboztetjik a dinamikai és a sztatikai feladatokat. A
dinamikai problémak esetén 1d6fiiggd jelenségeket vizsgalunk gy, hogy figyelembe vessziik
a tehetetlenségi erdket is. A sztatikai problémak tovabbi két nagy csoportra oszthatok. Az elsé
esetben id6fliggetlen jelenségeket vizsgalunk. A masodik csoportba az un. kvazi-sztatikus
feladatok tartoznak, amelyek id6fliggdk ugyan, de az esetlegesen fellépd tehetetlenségi erdket
mégsem vessziik figyelembe. Ennek tobb oka lehet: sok esetben ez egy dinamikai jelenség
kozelitd vizsgalata.

A fizikai modellezéssel kapcsolatosan meg kell emliteniink még a linearitas fogalmat. Egy
feladat linedris, ha a ,.kivalté ok — ,,valasz” folyamatban a vélasz linearis, ami azt jelenti,
hogy kétszer akkora , kivalté ok kétszer akkora ,,valaszt” eredményez. Példaul a Hooke-
torvény prizmatikus rad huzésa esetén az alabbi egyszerti alakban varhaté: c=E-¢, aholc a
rad tetszdleges keresztmetszetében ébredo fesziiltség, € a relativ megnyulés, E pedig a
rugalmassagi egylitthatd. Vilagos, hogy kétszer nagyobb fesziiltség esetén kétszer nagyobb
lesz a rid megnytlasa. A Hooke-torvény linedris anyagtorvény. A rugalmas rad htizésa



linedris feladat. A Hooke-torvény tenzorokkal megfogalmazott o = C¢ alakja is linedris (a C

egy negyedrendii tenzor). Ha egy feladat nem linearis, akkor nemlinearisnak nevezziik.
Pé¢ldaul, ha a rad huzéasanak modellezésekor nem a Hooke-térvényt, hanem a
szakitédiagramot vessziik figyelembe, akkor a feladat nemlinearissa valik.

v
v
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1. abra A Hooke-torvény (A) és a szakitasi diagram (B)

A végeselem mddszerrel vizsgalhatunk dinamikai, sztatikai, linearis és nemlinearis
feladatokat egyarant. Legszemléletesebben a linedris sztatikai feladatok targyalhatok.

A végeselem modszer gondolatmenete

A kornyezetiinkben megfigyelhetd jelenségek altalaban oly Osszetettek, hogy teljes
egésziikben nem vagyunk képesek tanulméanyozni azokat. Az emberi elme kiilonleges
képessége az, hogy részekre tudja osztani az 6t koriilvevd vilagot, a részeket kiilon tudja
vizsgalni, majd a részek tulajdonsagaibol kovetkeztetni tud egy Osszetett rendszer lehetséges
viselkedésére. Példaul

a.) a mérndk az acélrudak jellemzdi alapjan megtervezhet egy bonyolult racsos
tartoszerkezetet

b.) ha a gazda ismeri a novények sziikségletei, akkor optimalisan tudja mitkddtetni egész
gazdasagat

c.) amidta I. Newton felismerte a gravitacios erétorveényt, azota lehetséges nagyszamu
égitestbdl allo rendszerek mozgéasforméjanak tanulmanyozasa és leirdsa viszonylag nagy
pontossaggal

Nemcsak a VEM, hanem a legtobb tudomanyos vizsgalat kulcslépése az, hogy
megkeresse azokat a legegyszeriibb épitéelemeket, amelyek még hordozzak az egész
rendszer minden lényeges tulajdonsagat (példaul a kémia esetében igen latvanyos ez a
gondolkoddsmadd: az atomok €és molekulak tulajdonsdgaira vissza lehet vezetni az anyagi
halmazok legtobb kémiai sajatsagat). Ezeknek az elemeknek a vizsgalata, viselkedésiik
(matematikai) leirasa egyszerlibb feladat, mint az egész rendszert vizsgalni. Itt azonban nem
ér véget a munka. A részek egymashoz vald kolcsonhatasanak ismeretében azt is meg kell
mondani, miként miikodik a beldliik 6sszeallitott egész rendszer.

A végeselem modszer esetén mind a részekre bontas, mind az dsszeallitas tobb 1épésben
torténhet, az eredeti rendszer bonyolultsagatol fiiggden.



A részekre bontdsnak két jellegzetes megvaldsitasat ismerjiik. Egy sok alkatrészbdl allo
miuszaki rendszert alrendszerekre, majd alkatrészekre bontunk, pl.:

motor fogaskerék
teherauté hajtomi tengely
- kerekek csavar
alvaz alatét
olgj

Ez megfelel egy képzeletbeli szétszerelésnek, mely (miként az abra is sugallja,) tobb szinten
valésul meg. Egy-egy alkatrész azonban 6nmagéaban még mindig tul bonyolult rendszer a
kozvetlen (pl. kontinuummechanikai) szamitasokhoz (pl. egy ferde fogazasa fogaskerék).
Ezért ezt tovabb bontjuk. Az alkatrész egy folytonos kdzegbdl felépiild test, amit gondolatban
helyettesitiink véges szamu Osszetevovel, ez a diszkretizacio. A diszkrét rendszer az eredeti
kontinuumnak egy helyettesitése, amely a matrixalgebra eszkozeivel leirhato. A végeselemek
a diszkrét rendszer ,,épitokovei”.

A VEM maésodik fontos 1épése a végeselemekbdl az egész rendszer (pl. fogaskerék)
modelljének Osszeallitdsa. Ez matematikai értelemben az elemek kis matrixaibol egy nagy
matrixegyenlet felépitését jelenti. igy létrejon a fizikai rendszer n. diszkrét modellje.

A diszkrét modell megoldasa az un. diszkrét megoldés, amely az eredeti rendszer
viselkedésének egyfajta kozelitése.

A diszkrét megoldas két 6 hibaval terhelt, amelyek mértékét az eredmények felhasznalasa
el6tt ellendrizni kell. Az elsé hibaforras az un. idealizaciobdl ered. A valos fizikai rendszer
bizonyos, altalunk 1ényegesnek tartott tulajdonséagait beépitjlik a diszkrét modelliinkbe, mas
tulajdonsagokat viszont nem (pl. lehet, hogy egy sztatikai szamitas esetén figyelmen kiviil
hagyhatjuk a hémérséklet hatasait — ez lehet jogos, de lehet, hogy nem az). A figyelembe vett
fizikai paraméterek mértékszamai mérési eredményeken alapulnak, igy ezek is bizonyos
hibaval terheltek (pl. rugalmassagi egyiitthatd, hévezetési tényez0). A fizikai rendszer
alakjat a diszkrét modell bizonyos hibaval kézeliti. Mindezek tehat az idealizaciobol és a
diszkretizaciobol fakado hibak. A masik hibaforras matematikai jellegli. Abbol adodik, hogy a
diszkrét modellt, mint matematikai feladatot altaldban nem lehet egzaktul megoldani, hanem
annak egy kozelitését adhatjuk meg.

Fizikai Matematikai Diszkrét Diszkrét
rendszer modell > modell > megoldas

v

Errdl a késébbiekben részletesebben is szd esik majd. Osszefoglalva, a VEM f0 hibaforrasai:
» ldealizaciobol (modellalkotasbol) fakado hiba
» Diszkretizacio hibéja
» A matematikai megoldas hibaja (numerikus hiba)

A matrixok alkalmazasa a végeselem modszerben

A diszrét rendszerek szamitasakor, igy a végeselem analizis megvalositasa soran is, a
matrixok és matrixmiiveletek kdzponti szerepet jatszanak. Ez megjelenik a szohasznélatban,
sok elnevezés és fogalom is utal erre. Nem érthetd meg a végeselem modszer 1ényege, és nem



tisztazhatok a legfontosabb fogalmak anélkiil, hogy ne latndnk bele a VEM matematikai
hatterének alapjaiba. Ezért az alabbiakban két leegyszertsitett példat mutatunk be erre.

Bevezeté példa: a vizvezeték rendszer

Ez a példa megmutatja, hogy irjuk le a diszkrét rendszereket. Egy vizvezeték rendszert
vizsgalunk, amely egyenes csddarabokbol all.

Ebben a példaban

» az idealizacio: a vizvezeték rendszer szamos fizikai tuajdonsagatol vald
elvonatkoztatas, hiszen nem vessziik figyelembe a csovek anyagat, keresztmetszeti
jellemzdit, belsd feliiletének mindségét, az esetleges csatlakozasok, szelepek
szikitd hatasat €s szamtalan mas tulajdonsdgot sem, kizardlag a csédarabok
végpontjainak magassagat.

» a matematikai modell: az az elképzelés, hogy a folyadék aramerdssége egy csdben
a csd végpontjainak magassagkiilonbségével aranyos, valamint a csérendszer
térbeli elhelyezkedése, de ez most nem okoz nagy kihivast, mert igen
leegyszerusitett.

» a diszkrét modell: a csérendszer felosztasa egyenesnek tekintett (most valoban
egyenes) darabokra, az egyes darabok matematikai leirasa kiilon, és a teljes
rendszer matematikai leirdsa az egyes elemekbdl szarmaztatva. Ezt késébb latjuk.
Ebben a példaban erre fektetjiik a legnagyobb hangsulyt.

» amegoldas: az el6z6 1épésben nyert matrixegyenlet megoldasa.

A csOdarabok vizatereszté képessége aranyos a végpontjaik magassagkiilonbségével. Két
ilyen egyenes csddarab talalkozasi pontjaban viz 1éphet ki a rendszerbdl, vagy 1éphet be abba.
A cs6halozat miikodését folyamatosnak és allandosultnak képzeljiik el.

talajszint

2. abra: A fizikai rendszer

A cs6darabok végpontjainak magassagat h betii jeloli, a végpontokat megszdmozzuk. A
fizikai rendszer modellje két elembdl all, amelyeket végpontjaik magassagaval jellemziink.



3. abra: A vizvezeték rendszer diszkrét modellje

A diszkrét modell (1) szamu eleme az 1. csének felel meg. Vegyiik észre: a modell nem
tartalmaz informacidkat a cs6 keresztmetszetérol, a csé faldnak anyagéarol, a hdmérsékletrdl,
stb. A modell csak a csovek végeinek magassagkiilonbségét ismeri, a csOben aramlo folyadék
aramerdsségét, illetve ezen mennyiségek kozotti matematikai kapcsolatokat adja meg (Id.
alabb).

Fontos hangstilyozni azt is, hogy ebben a feladatban csak olyan megoldasokat keresiink,
amelyek a csOrendszeren beliili stracionarius dramlast irja le azzal a feltételezéssel, hogy a
csOovek végein, beleértve a csatlakozasi pontokat is, van lehetdség arra, hogy a sziikséges
mennyiségll viz ki- vagy belépjen a csérendszerbe.

El6szor egy bizonyos elem tulajdonsagait vizsgaljuk meg. Legyen az elem sorszama e=1,2.

4, abra

Az elem 1. végpontjanak magassaga h;°, a 2. végpont magassaga h,® . Az 1. végponton
befoly6 viz dramsiirtisége j:° , a 2. végpontban ugyanez a mennyiség j,°. Korabban emlitettiik,



hogy a csOvezeték vizateresztd képessége aranyos a végpontjanak magassagkiilonbségével.
Ezt igy fejezziik ki matematikai alakban:

ji =c(h; —h3)
Azt is tudjuk, hogy a tdomegmegmaradds miatt, amennyi folyadé¢k bedramlik az egyik
végpontban, annyi fog kidramlani a masik végpontban:

Jo ==Ii =—¢(hy —h3) =c(-h] +h3)
A fenti formuldban c egy tetszéleges aranyossagi tényezd. Az egyszertiség kedvéért most c=1.
Vezessiik be a kdvetkezd vektorokat:

J_{Jl} h_e=[h£} :
iz h3

Az aramerdsségek és a magassagok kozotti, fenti 6sszefiiggések igy egyszeriibb formaban

irhatok le:
i)t 1],
i -1 1]he|

=K
Végezziik el a matrix miiveleteket, hogy ellendrizhessiik a formuldink helyességét! A

1 -1
K® = c{ } m?/h
= -1 1

matrixot az (e) elem merevségi matrixanak nevezziik. Példankban

KY-K®=¢ 1t -1 m?/h
= 7= T

vagy

Amikor a véges elem viselkedését leirtuk, akkor az elemhez kapcsolt lokalis viszonyitasi
rendszert hasznaltunk. Ez abban nyilvanult meg, hogy az éltalanosan elképzelt (e) elem
baloldali végpontjat 1. a jobboldalit pedig 2. sorszammal lattuk el.

Ezen a ponton eljutottunk a részekre bontas végéig. Megadtuk a csérendszer diszkrét
modellje épitéelemeinek matematikai leirasat. Most atlépiink a modellalkotas masodik
fazisaba: az egyes véges elemekbdl osszeallitjuk a teljes modellt. Ez azt jelenti, hogy a teljes
modellt jellemz6 fizikai mennyiségek kozotti kapcsolatot kell megadnunk matrixegyenlet
formajaban.

Az egyes elemekre hasznalt lokalis jelolésekrdl most at kell térniink a teljes modellre
vonatkozd jeldlésekre. Ez elsdsorban a csomdpontok sorszamozasara vonatkozik, és ezzel
egylitt az dramerdsségek és magassagok indexelésére is. Az (1) elemnél nincs valtozas. A (2)
elemnél igy alakulnak a jelolések:

@) | gz o|he ).
i) he? |’

Gondoljuk 4t, hogy ebben a rendszerben a viz honnan hova dramolhat. A rendszer (diszkrét
modell) 6sszetevoi: az 1., 2. €s 3. csomopontok, és az (1), (2) végeselemek. A végeselemek a
csomopontokban taldlkoznak egymassal. Minden egyes csomopontba be-¢€s kidramolhat a viz
a hozza csatlakoz6 csovekbdl, illetve a kornyezetbdl. Példaul a 2. csomdpontba dramolhat viz
az (1) csébdl, a (2) csébdl és a kdrnyezetbdl (mondjuk egy csapon keresztiil).
A tomegmegmaradas térvénye a 2. csomopontra is igaz, ami az eddig bevezetett jelolésekkel
igy irhato:

i+ 9=,



A jz(l) €s] @ akkor pozitiv, ha az (1) ill. (2) elemekbe a 2. csomdpontbol befelé aramlik a viz,
a j2 pedig akkor pozitiv, ha a kérnyezetb6l a 2. csomodpontba aramlik a viz. A fenti egyenlet
azt fejezi ki, hogy amennyi viz elfolyik az (1) és (2) elemekbe, annyit kell pdtolni a
rendszerbe kiviilrél a 2. csomdpontban (ha minden mennyisé€g pozitiv). A Qz) merevseégi
matrixdnak indexelése is megvaltozik.

2 Q)

o _@[1 -
= "@)|-1 1

A globalis indexelés hasznalatdnak megkonnyitése érdekében minden dramerdsség vektort és
merevségi matrixot kiegészitjiik a harmadik indexnek megfelelé elemmel, illetve nulla
sorokkal és oszlopokkal:

j(l) j(Z)

1 1
I A R
js’ s’
1 -10 0 0 O
KY=c-1 1 0|m’h; K#?=c0 1 -1|m?*h
0 0 O 0 -1 1
A magassag vektor pedig igy alakul:
h,
h=|h,
h

3

ezzel:
](1) 25(1)H : ](2) 25(Z)H
Ez volt a globalizacio: lokalis jelolésekrol attértiink a globalis jeldlésekre. Most kovetkezik az
Osszeflizés.
A tdmegmegmaradas egy tetszdleges csomdpontban:

i© 4+ i@ =,
S 1 S 2 H
z KEh, + Z K@h, =],
k=1 k=1
Z(Ki(l? + Ki(i))hk =],
k=1
Mindez 6sszefoglalhat6 az alabbi matrixegyenlet formdjaban.
Kh=]
Itt K a teljes diszkrét rendszer merevségi matrixa.
1 -1 0] |0 0 O 1 -1 0
K=KP+K?=|-1 1 0|+/0 1 -1|=|-1 2 -1|m%h;
0O 0 0| |0 -1 1 0 -1 1

Ez az egyenlet kapcsolatot teremt a csomdpontok magassaga €s az abba a kérnyezetbdl
befoly6 dramerdsségek Kozott. A h és j vektorok dsszesen 6 skaldr komponense koziil csak 3
lehet ismeretlen.

Lassuk a legegyszeriibb példat, és azt, hogy mit tudhatunk meg a cs6halozatrol a felallitott
modelliink segitségével!

Legyen adott a harom csomopont magassaga: h;=25 m, h,=10 m, h3=5 m. (c=1) Ekkor:



1 -1 01|25 15
Kh=|-1 2 -1{/10|=|-10 |m%h=]
0 -1 115 -5
Ezzel megtudtuk a csomopontok €s a kornyezet kozotti viz aramerdsségét. Vajon mi zajlik az
egyes elemeken beliil?

1 -1 0 25 15
KPh=|-1 1 0[m?h|10 | m=|-15{m’h=]"
0 0 0 5 0
00 0 25 0
K®h=l0 1 -1|{m*h|10|(m=]5 [m*%h=]"
0 -1 1 5 -5

Az eredményeket az alabbi dbran foglalhatjuk 6ssze:

15 m®h

15%

10m| 5mh
— 5m

\ 4 A\ 4 \ 4

5 m3/h

5. abra

A rendszer modellje alkalmas mas jellegili szamitasok elvégzésére is. Irjuk eld, hogy j;=10
m*/h, h,=20 m és js=-15 m*/h legyen, és a feladat az, hogy szamitsuk ki, milyen jo, hy és hs
esetén valosithatd ez meg. Egyenletlink most az alabbi:

Kh=j
1 -1 0 h, 10
-1 2 -1/m?/hj20|m=]| j, |m%h
0 -1 1 h, 15

Most a megoldas nem olvashat6 ki kozvetleniil ebbdl az 6sszefliggésbdl, hanem meg kell
oldanunk az egyenletet. A matrix miiveletek elvégzése utan az alabbi alakba hozhat6 ez a
feladat:
h,-20=10
—h;+40-h, =],



-20+h,=-15
Az egyenlet megoldasa:
h,=30 m; hs=5m; j,=5 m*/h;
A feladatban el6irt allapotot megvaldsito rendszer tehat:

6. abra

.. . w o s - =0, T =@ . e -
A csovekben az aramerdsségeket a 5(1) h=j ésa 5(2) h =] Osszefuggések adjak, az el6z0
feladatban ismertetett modon.

Hazi feladat

1. Adja meg az alabbi csOvezeték rendszer diszkrét matematikai modelljét, és szamitsa ki
az aramerdsségeket h;=20 m, h,=30 m, hz=5 m; h4=15 m esetén!

II13

7. abra

Megoldas:



1 -1 0 O -10

-1 2 -1 0 - | 35
K= m?/h j= m®/h
= /0 -1 2 -1 -35
0O 0 -1 1 10
2. Epitse fel az abran lathato csévezeték rendszer diszkrét matematikai modelljét! Miben

hasonlit €s miben tér el az el6z6 feladatban vizsgalt rendszert6l? Keresse meg a
megoldast, ha adott h;=50 m; j,=0 m%h; js=-10 m%h; h,=20 m!

2)
)
(3)

8. abra

A végeselem modszer 1épései
A racsos tartoszerkezetek

A kovetkezdkben egy, a szakirodalomban elterjedten hasznalt példaval szeretnénk
bemutatni a végeselem modszer 1épéseit. A racsos tartok vizsgalata soran latni fognak a
végeselem modszerre jellemz6 elvi megfontolasokat és matematikai eszkdzoket. A
legegyszeriibb racsos tartd harom elembdl allo, csuklds csatlakozast szerkezet, ezt fogjuk
felhasznalni illusztracioként.



o

9. abra

A réacsos tartok szerkezeti elemei a tagok, amelyek altaldban hosszikas alaku szilard testek. A
tagok a végpontjaikban a csatlakozasnal kapcsolodnak 6ssze. A csatlakozasok technikai
megoldésara példa a szegecselés, hegesztett kotés, csavar kotés. A racsos tartok vizsgalata
soran gyakran idealizaljuk a feladatot. A csatlakozasokat surlédasmentes csuklokra cseréljiik
fel, amelyek nem fejtenek ki ellenallast a rudaknak a csatlakozasi pont koriili elfordulaskor, a
tagokat pedig kizarolag axialis iranyu (a két végpontjan levé csatlakozési pontokat 6sszekotod
egyenesbe es0) erdt kifejteni képes rudaknak tekintjiik.

A récsos tartok tagjait a modellben az Gn. két csomopontt ridelemmel helyettesitjiik.
Ez a legegyszertibb, szilardsagtani feladatokban hasznalt végeselem. Linedris rugd elemnek is
hivjak, mert a megnyulasa €s a ra hatd erd kozotti 6sszefiiggés megegyezik a rugalmas
erétorvénnyel. A racsos tartok kozotti osszefiiggés megegyezik a rugalmas erétérvénnyel. A
racsos tartok legegyszeriibb modellje a rugokbol 4116 rendszer (surlédasmentes csuklos
csatlakozéasokkal).

10. abra



Természetesen, itt a rugokat idedlisnak kell tekinteni abban az értelemben is, hogy
0sszenyomads esetén sem hajlanak ki oldalra, tehat a lineéris er6torvény htizasra és
0sszenyomadsra egyarant érvényes.

Ha a 10. abra alapjan Osszevetjiik a linearis rugdelemet a 64 csomoponti kobos téglatest
elemmel, sejthetjiik, hogy matematikai leirasuk osszetettsége lényegesen eltérd.

=

a.) b.)

11. abra: A legegyszeriibb ¢és a legdsszetettebb végeselem: a.) két csomopontu rudelem b.) 64
csomopontl kdbos téglatest elem

A legegyszertibb és legbonyolultabb végeselemekbdl felépitett modellek matematikai leirasa
azonos elvek alapjan, azonos eszkdzokkel valosithatdé meg.
A racsos tartok végeselem modelljének ismertetése bevezeto példaként tobb elénnyel jar:
1. A matematikai leirds analogidja miatt jol el6késziti mas, dsszetettebb elemekbdl 4llo
modellek megértését €s hasznalatat.
2. A legegyszeriibb tartok esetén a szamitasok kézzel is elvégezhetok, ami megalapozza
a késobbi szamitogepes alkalmazasok elkészitését, vagy azok értd hasznalatat.

Idealizalas és modellalkotas

Amikor a racsos tartot rudakbol surlodasmentes csuklokkal 6sszeallitott szerkezetként
képzeljiik el, akkor az eredeti tartot idealizaltuk. ezzel a valddi probléma egyfajta kozelitését
fogalmaztuk meg. Bizonyos, altalunk lényegtelennek itélt tulajdonsagaitol eltekintettiink, mint
példaul a csatlakozasi pontokban fellépd oldaliranyt erdktol, és ezzel egyiitt a rudakra hato
hajlito igénybevételtol. Mas tulajdonsadgokat, mint példaul az axialis erdket, €s azt, hogy a
rudak csatlakoz6 végpontjai mindig egyiitt mozognak, beépitettiik az idealizalt tarto jellemzoi
kozé. Figyelmen kiviil hagytunk egy sor mas adatot is: a rudak szinét, hdmérsékletét,
elektromos vezetOképességét stb. is.

Valojaban ha figyelembe szeretnénk venni minden egyes, a tartoszerkezettel kapcsolatos
adatot, akkor kezelhetetleniil nagy informaciotomeggel talalnank szembe magunkat.
Ugyanakkor ezek informaciok jelentds része teljesen felesleges volna, més résziik kevés
befolyassal bir a vizsgalt rendszerre, és csak kis hanyaduk igazan 1ényeges a feladat
szempontjabol. Az idealizaci6 feladata tehat igen jelentds: el kell valasztanunk a 1ényegest a
Iényegtelentdl azzal a céllal, hogy a késdbbi szamitasi munkat a lehetd legkisebb mértékiire
csokkentsiik, de mégse vesszenek el a vizsgalt jelenség szempontjabol meghatarozo



informdciok. idealizaci6 nélkiil nincs modellalkotés, de talan emberi gondolkodas sem. A
valosag végtelen tengerébol meg kell ragadnunk egy hasznalhato, de véges, st szamunkra
hatékonyan kezelhetéen kis méretii részhalmazt. Erdemes racsodalkoznunk arra, hogy
egyaltalan képesek vagyunk ilyen miiveletre! Az idealizacio6 tehat gondolkodasunk szamara
hozzaférhetové teszi a valosag egy részét. Més oldalrol pedig korlatozza szamitdsaink
érvényességi korét. Barmilyen eredményre is jutunk a késébbiekben, mindig hozza kell
tenniink: ,,feltéve, hogy az idealizaci6 soran elfogadott allitasok igazak.”’
A tapasztalat azt mutatja, hogy a racsos tartok vizsgalata esetén a bemutatott idealizaci6 jol
hasznalhat6. Ne tévessziik 0ssze az idealizalt problémat a modellel. K6z6s benniik az, hogy
mindketté az emberi elme sziileménye, €s az is, hogy céljuk ugyanannak a valdsagnak a
leirasa. Mig azonban az idealizalt feladat inkabb filozofiai jelegi elképzelés, addig a modell a
feladat matematikai leirasat jelenti. Ha rendelkezésiinkre all a modell, akkor matematikai
miveletek elvégzésével valaszt adhatunk a kérdések bizonyos halmazara. A modellalkotas
soran

1. Definidljuk a rendszer allapotat leird6 mennyiségeket.

2. Definiéljuk a kérnyezet hatdsat leird6 mennyiségeket.

3. Megadjuk a rendszer viselkedését leird torvényszeriiségeket.
Ezek a torvényszerliségek altaldban az 1. és 2. pontban meghatarozott mennyiségeket
tartalmaz6 egyenletek, egyenletrendszerek.

A haromtagu racsos tarté matematikai modellje

Vizsgélatunk targya az idealizalt haromtagu racsos tarto, amely surloédasmentes csuklokkal
Osszekapcsolt ideélisan rugalmas rudakbal all.

4
‘><

12. abra

Az 4bran vazolt szerkezet helyzete egyértelmiien megadhat6 a rudak csatlakozasi pontjainak
helyével.

Minden pontot és minden rudat sorszdmmal latunk el, amit majd a fizikai mennyiségek
indexelésére fogunk hasznalni. A csatlakozasi pontok elmozdulés vektorait és az
erdvektorokat az abran szemléltetett sikbeli derékszogili koordinata rendszerben adjuk meg.
ezt globalis koordinata rendszernek nevezziik. Az elmozdulas vektorok koordinatait Uyq, Uy,
stb. betiikkel jeldljiik, a csomopontokra hato er6k vektorait pedig Fxi, Fyi, Sth. betiikkel.



fx3, Ux3

(1) fx2, Ux2
) 4 >

fx11 Ux1

A rudakat prizmatikusnak tekintve keresztmetszetiiket A®, hosszukat L®, rugalmassagi
egylitthatojukat pedig E® jeloli. A rudakra vonatkoz6 mennyiségek indexeit a mennyiség
betlijelének jobb felso sarkaba irjuk, és azért tessziik zardjelbe, hogy megkiilonboztessiik a
hatvanykitevotol.

E(Z) ~A(2)

(2) _
k™ = L@

Mindegyik rudra érvényes a Hooke-torvény (ezt feltételezziik az idealizacioval):

F-ga’l
L

ahol F a radban a AL megnytlas kovetkeztében ébredd erd, A, E és L pedig a fentebb
mondottak szerint értendd. Vessiik ezt 6ssze a rugalmas erdtorvénnyel:
F=k-L
ahol F a rugoban ébredd erd AL megnyulas esetén, k pedig a rugoallando. Az idealisan
rugalmas prizmatikus rad helyettesithet6 egy olyan rugdval, amelynek rugoallandoja:
EA

k=—02
L



Ha a rad nem prizmatikus, de idedlisan rugalmas, akkor is hozzarendelhetd a k rugéallando,
de az mar nem all ilyen egyszerli kapcsolatban a rud geometriai adataival.

Megtettiik a modellalkotas els6 két 1épését. A rendszer allapotat jellemzik a csatlakozasi
pontok (Ui, Uyi) koordinatai, a rudakat pedig az AD EO | O g5 a7 ezekbdl kiszamithato kO
mennyiségek. A kdrnyezet hatdsat a csomopontokban hato (fyi, fyi) erdk irjak le.

A rendszer allapotat leir6 valtozokat (koordinatakat) egyetlen vektorban is 6sszefoglalhatjuk.
Hasonlodan jarunk el az er6k komponenseivel is.

le _Fxl—
Uyl I:yl
T1 UxZ - Fx2
U = F =
U, Fa
Ux3 FxS
Us|  |Fu

Az U vektor (altalanositott elmozdulés vektor) komponensei a feladat elsédleges valtozoi.
Nevezik ezeket allapotvaltozoknak is, vagy fizikai szemlélet alapjan szabadsagi fokoknak is.
Esetiinkben a vizsgalt rendszer 6 szabadsagi foku.

A matematikai modellalkotas soran kapcsolatot kell megadnunk U és F vektorok kdzott.

Mivel az idealizalt racsos tartd viselkedését linearisnak feltételezzik, ezért az UésF
vektorok kozotti kapesolatnak is linearisnak kell lennie. A linearis dsszefiiggéseket
matrixokkal irjuk le:

I:xl K x1x1 K xlyl K X1x2 K x1y?2 K X1x3 K x1ly3 U X1
I:yl Kylxl Kylyl Kyle Kyly2 Ky1x3 Ky1y3 Uyl
I:><2 _ Kxel Knyl Kx2x2 K><2y2 Kx2x3 Kx2y3 U X2
I:yl Knyl Ky2y1 Ky2><2 Ky2y2 Ky2><3 Ky2y3 Uy2
Fx3 K x3x1 K x3y1l K X3x2 K x3y2 K x3x3 K x3y3 U x3
_Fyl _Ky3xl Ky3y1 Ky3x2 I'<y3y2 KnyS Ky3y3__Uy3_

Ezt tomorebben irhatjuk matrixok segitségével:

F=KU
A K matrix neve: globalis merevségi matrix. A globalis merevségi matrix szimmetrikus,
elemei a merevségi egyiitthatok.
Ezzel eljutottunk a matematikai modellalkotéas végére. Ismerjiik a mennyiségeket, amelyekkel
dolgoznunk kell, ¢s felirtuk a koz6ttiik fennallo Osszefiiggest. A K matrix kiszamitasa
tovabbi feladatot ad nekiink.

Elemekre bontas és lokalizalas

A végeselem moddszer egyik alapvetd 1€épése az elemekre bontéas. Az egyes elemek leirasat az
elemhez kotott, lokalis koordinata rendszerben adjuk meg. Ezt kovetden a lokalis koordinata
rendszerben egy elem matematikai leirasat, modelljét készitjiik el.

A haromtagu racsos tartd esetén az elemekre bontés a képzeletbeli csuklok megbontasat, és a
rudak kiilonvalasztasat jelenti. Egy rad egy elem, a végpontjait csomdpontoknak nevezziik. A



csomopontokban értelmezziik azokat a fizikai mennyiségeket (esetiinkben az elmozdulés
vektorokat és az erd vektorokat), amelyekkel jellemezziik az elem allapotat.
Mindegyik elemhez n. lokalis koordinata rendszert kotlink az ébra szerint.

)

13. abra: Az elemekre bontott tartd a lokalis koordinata rendszerekkel

A lokalis koordinata rendszer origoja lehet valamely csomdpontban vagy az elem
felezOpontjaban, ezek mindegyike célszerii valasztas. Az x tengely irdnya egybeesik az elem
iranyaval.

Vegyiik észre, hogy mindharom elem, amelyekre szétbontottuk a tartot két csomopontu
linedris rudelem (rugod elem), csupan a paramétereikben kiilonboznek egymastol. Ezért az
indexek elhagyésaval altalanosan targyalhatok. A radelem egyik csomdpontjat jeloljiik 1, a
masikat j betlikkel (1,j=1,2,3 értelemszeriien), az elem indexét pedig most nem irjuk ki.

b b
y Pyi, Wy fyj, Wy

_EA
X’ f’xi, u,{ i I— j I f’xj, u,xj

»
»

I Kk

14. abra: A két csomdpontu linedris rudelem, és fizikai interpretacidja: a k rugoallandoja, L
hosszusagu rugd. A koordinata rendszer tengelyeinek betlijeleiben a vessz6 arra utal ,hogy
lokalis koordinata rendszerrdl van szo.



Most adjuk meg a lokalis koordinata rendszerben a helykoordinaték és az erd koordinatak
kozotti sszefliggést.

U, =U";=0

Fi=F,=0

mert a radelem megnyulasa és a benne ébredd erd is csak axialis, azaz x’ tengely iranyu lehet
(a lokalis rendszerben!).

U'-U' =AL
Az elmozduléasok kiilonbsége az elem megnyulasa. A hatas-ellenhatas elvébdl pedig az x
iranyu er6komponensek kozotti 6sszefliggés adodik:

lei = _F'xj
A rugalmas er6torvény 0sszekapcsolja az elmozdulas mez6 €s az er6k komponenseit:
Fy=k-AL=k(U';-U";)
I:'xi = _F'xj =—-k-AL = _k(U Ixj -U Ixi )

Az elem csomdpontjaiban érvényes elmozdulads komponenseket és erékomponenseket egy-
egy vektorban foglaljuk 6ssze:

U I><i lei
_.: U'yi l_:.: I:'yi
U’ F'y
U lyJ' F'yi

Az erétorvényeket egy matrixegyenletben is 6sszefoglalhatjuk:

lei 1 0 -10 lei
Ful_ |0 0 0 oju,
F 10 1 0fuy
F, 0 0 0 0]u,

A matrixmiiveletek elvégzésével gy6zddjlink meg arrdl, hogy ez az egyenlet egyenértéki a
korabbi négy egyenldséggel! Ugyanezt révidebben is irhatjuk:

F—K'U"
A
1 0 -10 1 0 -10
K'— K 0 0 0 O :E 0O 0 0 O
= -1 0 1 O L|-1 0 1 O
0 0 0 O 0 0 0 O

matrix a két csomoOpontu lineéris ridelem merevségi matrixa. Ennek segitségével adott
elmozdulédsok esetén kiszamithatjuk a csomopontokban hat6 erdket (a csomdpont altal az
elemre hato erok).

Attérés a globalis koordinata rendszerre

Az egyes elemek matematikai modellje alapjan elkészithetd a teljes feladat globalis merevségi
matrixa. Ehhez el0szor az egyes elemek lokalis koordinata rendszereibdl az adatokat at kell



transzformalnunk a globalis koordinata rendszerbe. A transzformacié megértéséhez
hasznaljuk a kdvetkezo abrat.

y
X

y , y

‘r ; Wy o 4.

.......................................... U xj
u’yi Sing < Q| u’yjcose
e N | | X,
WyCosQp -Uy; SiNg

15. abra: A lokalis és a globalis koordinata rendszerek kozotti transzformacid, ha az x-
tengelyek ¢ szdget zarnak be.

Az dbra alapjan:
U, =U" cosp—U";sine

U, =U";sine+U’; cose
U, =U’;cose—-U';sinp
U, =U';sine+ U’ coso

Ugyanez matrixok segitségével is leirhato:

U, cosep -sing O 0 U’y
U, sing  COSQ 0 0 U,
U,; 0 0 cosg -—sing|| U
Uy, 0 0 sing coso || U,
tomorebben
U _ l—T U.
A forditott transzformacio:
U'=TuU

A T a transzformdcios matrix, a jobb felsé indexbe irt T betli a transzponalas jele. Az erd

vektorok ugyantgy transzformalodnak:

F=T"
£

I
=
T i

Vegylik észre, és ellendrizziik, hogy

-
1

I
=



azaz a transzformacios matrix transzponaltja megegyezik az inverzével. Ebbol az kdvetkezik,
hogy

ahol E az egységmatrix. Ez az 6sszefiiggés ad lehetdséget az ellendrzésre.

Ahhoz, hogy az elem merevségi matrixanak transzformdacioés szabalyat megallapitsuk,
tekintsiik at az eddig megismert Osszefiiggéseket:

F=K'U

Behelyettesitéssel kapjuk, hogy:
T

'TU.
szerben felirt

=
| T
Il
Ix
-
cl

ﬂ
[l

II—|_|
& Ix

Hasonlitsuk ezt 6ssze a globalis koordinata

-

cn

mall

[l
[P

C|

egyenldséggel:
K=T'K

Most vezessiik be ujra az elemekre vonatkozo6 indexek hasznalatat, és irjuk fel a
transzformdaciokat:

-

K(l) — T(l) K(l)'T(l)T
K(Z) _ T(2) K(z)'T(Z)T

K(3) — T(3) K(3)'T(3)T

A KY K® és K® matrixok az elemek merevségi métrixai globalis koordinata rendszerben. A
I(l) , 1_(2) és '_|'(3) a transzformacios matrixok, amelyek esetlinkben csak az adott elemnek a

globalis x tengellyel bezart @1, @2, (3 sz0gétdl fliggenek. A 5(1)' , 5(2)' és 5(3)' matrixok kiilon

figyelmet érdemelnek. Ezek az (1), (2) és (3) elemek lokalis koordinata rendszerében felirt
merevségi matrixok. Mindharom

1 0 -10
K(l)' —k® 0 0 0
= -1 0 1 0
0 0 0 O

alaku, azaz csak a k% szorzoszamban térnek el egymastol. Azért fontos ezt meglatnunk, mert
ebbdl értjiik meg az elemekre bontas, €s az altalanos elem matematikai modelljének hasznat.
Ha az altalanos elem leirdsa a birtokunkban van, akkor azt megfeleld konstansok
alkalmazasédval (amelyek anyagra és méretre jellemzok altalaban) barmely ugyanolyan tipust
elem esetén felhasznalhatjuk. Azt mondhatjuk, hogy a globalis koordinatarendszerben felirt

5(” merevségi matrixok 1ényegében ugyanannak az altalanos, lokalis koordinata rendszerben

felirt matrixanak a képei. Ugy jonnek létre, hogy az altalanos elem lokélis merevségi matrixat
megszorozzuk egy szdmmal, majd koordinata transzforméciot hajtunk végre rajta.



Osszeallitas/osszefiizés

Miutan meghataroztuk az egyes elemek merevségi matrixait a globalis koordinata
rendszerben, lehetdségiink nyilik a teljes rendszer merevségi matrixanak eldallitasara. Ezt

jelképesen ,,0sszeszerelésnek™ is hivjak, mert fizikai interpretacioja a racsszerkezet elemekbdl
valo Osszeszerelése. Matematikai értelemben is az ismert részekbdl €pitjiik fel az egészet, ezt

a folyamatot ,, 6sszefiizésnek™ is nevezik.
A feladat az, hogy megmondjuk, hogyan jarulnak hozza az egyes elemek merevségi matrixai
a globalis merevségi matrixhoz. Két szabalyt kell figyelembe venniink:

1. Az elmozdulasok kompatibilitasa (illeszkedése): az egy csatlakozasi ponthoz tartozo
csomopontok elmozduldsa azonos. (Az 0sszekotott radvégzodések egyiitt mozognak.)

2. Az erdk egyensulya: egy csatlakozasi pontban a rudak (elemek) éltal a pontra kifejtett
er6 ereddje éppen kiegyenliti a kiils6 eréhatast. (Ha ez minden pontban teljesiil, akkor

a racsos tartd egyensulyban van.)
Az els6 fontos 1épés a matrixok kiegészitése. Az erd vektorokat €s a merevségi matrixokat
nulla sorokkal és oszlopokkal egészitjiik ki, hogy 6sszeadhatdak legyenek. Ezt egy példan

mutatjuk be. Az £ vektor megadja a csomopontokban az (1) elemre hato erdket.

f, 1(1) fxz(l)

fy l(1) fyz(l)

16. abra: az (1) elemre hat6 erék
A vektor komponensei:
f(l)
x1
o _|fw
1
f2

M
LIV

Ez egy négykomponensii vektor, amely az 1. és 2. csomdpontokra vonatkozoan tartalmaz
@ , , cpe Y L .
adatokat. Pl. fx; az 1. csomopont altal az (1) elemre kifejtett eré x komponensét jelenti.

g . 0, @
Egészitsiik ki ezt a vektort fx3 és fys komponensekkel:



fe@] Te T
£ | £
()] @)
fyl fy1
1
o [f9] [f9

f £ - £O
y

o] |0

fa] |0

Az utols6 két komponens mindig nulla, hiszen a 3. csatlakozasi pont nem érintkezik az (1)
elemmel, tehat er6t sem fejthet ki ra.

Hasonloan a 5(1) merevségi matrixot is kiegészitjiik két sorral €s két oszloppal, amelyek

nullakkal vannak feltoltve.

® @ @ @
lexl leyl lexz ley2 O O
() @ @ 1)
K yix1 K ylyl K yix2 K yly2 O O
() @ @ 1)
K(l) Kx2xl Knyl Kx2x2 Kx2y2 00
= @ @ () ()
Ky2xl Ky2yl Ky2x2 Ky2y2 O O
0 0 0 0 0O
0 0 0 0 0 0

Az elmozdulés vektorokkal méé egyszeriibb dolgunk van. Az elmoz;iulésok kompatibilitasa

miatt irhatjuk, hogy

-0 @) -0 —-@. -0 —-@ -0 —@ —-@ -0 —@ =@
Uxt =Ux1; Uyt =Uy1; Ux2 =Ux2; Uy2 =Uy2 ; Ux3 =Ux3, Uys =Uy3

Ezek az egyenldségek azt jelentik, hogy az elmozdulads komponensekrdl az elem indexek
elhagyhatok és az elmozdulasvektor

x1

yl

x2

< |
Il

y2

Cc C C o cC

x3
u

L y3
Alakban hasznéalhat6. Lassunk egy példat a kiegészitett matrixok hasznélatara. Az

D

= 5(1) a? Osszefliggés az alabbi alakot olti:

EicH [k® ) @) (@)
le lexl leyl Kx1x2 Kx1y2 0 0 Usa
f)%) K§/:L1)xl Kg/ll)yl Kglll)XZ Kglll)yZ 00 uyl
@ @) @) @) @)
.F(l)_ fx2 _K(l)—_ Kx2x1 Knyl Kx2x2 Kx2y2 00 ux2 _K(l)-_
Tfo = u= K® K® K® K® 0 ollu.| = u
y2 y2x1 y2yl y2x2 y2y2 y2
5 0 0 0 0 0 0ffug
()
19 | 0 0 0 0 0 0]ug]

Latszik, hogy fils) = fg,le), =0 mindig teljesiil, és az is, hogy csak az elmozdulasok linearis

fiiggvényei. Az eredmény tehat ugyanaz, mint kiegészités eldtt. A kiegészitésre azért van
sziikség, hogy a kiillonboz6 elemekhez tartozo vektorok és matrixok dsszeadhatok legyenek.



Az egyes csomopontokra hato kiils6 er6k komponenseit az eddigi gyakorlatnak megfelelden
egy vektorban foglalhatjuk 6ssze:

#.I
Il

L y3 ]
Az erék egyensulya azt jelenti, hogy minden egyes csomdpontban hat6 erdk kiegyenlitik
egymast, sot azok x és y komponenseire kiilon-kiilon is igaz.

- x1

> > —( ) «— 4—@—»
fa®=0  £a® £ ST i f

17. abra: az 1. csomopont altal az elemekre kifejtett erék (a),
¢s az er6k egyenstlya az 1. csomopontban (b).

Az 1. csomodpontban az erék egyensulya igy irhato:
fo—fd -1 -1 =0
f, —fy(i) - f;f) —f}ff) =0
He az 1. csomopont az (1) elemre fill) erdvel hat (x komponens), akkor a hatas-ellenhatas elve

=1 . . . . . ror
szerint az (1) elem az 1. csomopontra —f §<1) erét fog kifejteni x irdnyban. A fenti egyenldségek
az 1. csomoOpontra hat6 erdket tartalmazzak, és az egyensuly feltételét fogalmazzak meg.

. @, 20 . . , . .
Természetesen az f. ésa fyr nulldk. Minden csomépontra felirva a hasonl6 egyenleteket

hat egyenlethez jutunk, amelyeket vektori alakban igy irhatunk:

_F__F(l) _f(Z) __F(3) ~0

Vagy
f=fO4+f@ £
(Ezek azok az osszefliggések, amelyek miatt korabban ki kellett egésziteniink a vektrorokat,

. .. " - £ B . .
és a soron kovetkezok:) Helyettesitsiik be az f = 5(') -U Osszefliggéseket:

F=KY.0+K?.u+K® .U



f=(K”+K?+K®)-u
f:gﬁ . ahol
K=K +K? +K®,

A rendszer K merevségi matrixat az egyes elemek globalis koordinatarendszerben felirt,

megfeleld nulldkkal feltoltott sorokkal és oszlopokkal kiegészitett merevségi matrixainak
Osszegeként kaphatjuk meg. Ez az 6sszeflizés.

Példa a globalis merevségi matrix kiszamitasara

Az el6z6 négy alfejezetben attekintettiik azokat a Iépéseket, amelyek elvezetnek a globalis
merevségi matrix kiszamitasaig. Mieldtt tovabb haladnank, lassunk egy szamszeri példat,
amely illusztralja az eddigieket. Haromtagu racsos tartészerkezet idealizalt modelljét
vizsgaljuk. Minden egyes tag kor keresztmetszetli cs6, amelynek falvastagsaga 0,2 mm, belso
sugarai r'=3,7 mm, r'¥=1,8 mm, r®=10,6 mm, anyaguk acél, igy

EW=E®=E®=2,1.10" N/m* =2,1-10°MPa ..

LO=2 m

@) | L@=1m

©)

1)

L®=1m

V><

18. abra: A tartdé méretei €s a globalis koordinata rendszer

A rendelkezéstinkre 4116 adatokbol kiszamitjuk a linearis ridelemek rugédallandoit:

E(l) . A(l)

@ _ _
k™ = L@ N

1000E; k@ = SOOE; k® = 200E

m m m
(A keresztmetszetek természetesen az A=R%*r-r’z formulabol kaphatok, ahol R a kiils6, r a
belso sugar.) Az adatokat szandékosan ugy valasztottuk, hogy a rugdéallandok kerek szamok
legyenek, és igy a szamitdsok menete konnyebben kdvethetd legyen. Az egyes elemek
merevségi matrixai a lokalis koordinata rendszerben

1 0 -1 0
. 0 0
K" =1000- N
= -1 0 1 O|m

0 0 0 O



1
I

1 0 -1 0
. 0 0 0 O
K® =500- N
= -1 0 1 O|m

0 0 0 0

1 0 -1 0]

. 0 0 0 O
K® =200. N
= -1 0 1 0|m

0 0 0 O

Lathatjuk, amit mar kordbban is megallapitottunk, hogy a lokalis rendszerben felirt
merevségi matrixok (kétcsomdpontu linearis ridelem esetén) csupan egy szorzotényezdben
térnek el egymastol. Munkank kdvetkezo fazisaban attériink a lokalis koordinatakrol globalis
koordinatakra. Ehhez meg kell szerkeszteniink a T(l), T(Z), T® transzformaciés matrixokat. A
feladatul kitlizott racsos tartd esetén az egyes végeselemeknek a globalis x-tengellyel bezart
szOgei rendre (p(1)=0°; (p(2)=9O°; (p(3)=45°. Ebbol

1000
T(1)_0100
= |00 10

000 1
0 1 0 0
= |0 0 0 1
0 0 -1 0
. . )
— —— 0 0
NN
1 1
- — 0 0

-|—(3)_\/§\/§

= 1 1
0 0o — ——

NN
1 1
0 0 -—— ——
i 2 2]

Vegylik észre, T egységmatrix, ami 6sszhangban 4ll azzal, hogy az (1) elem lokalis
koordinatarendszerének tengelyei parhuzamosak a globalis koordinatarendszer tengelyeivel.
Most végezziik el a transzformdciot:

1 0 -1 0
5(1):-_r(l)T‘lﬁ(l)"I(l)=1000~ 0O 0 0 O ﬂ
- - -~ -1 0 1 Olm
0O 0 0 O



0 0
1 0 -1|N
0 0|m
10 1
05 05 -05 -0,5
(O _TOT O 1O g0, 5 05 05 05N
= = ‘& ‘= -05 -05 05 05 |m
0,5 -0,5 05 0,5

Ahhoz, hogy 6sszeadjuk a matrixokat, ki kell egészitentlink azokat nulla sorokkal és
oszlopokkal, amelyek a hidnyzo6 indexeknek megfelel6 helyre keriilnek:

5(2) _ -=|-<2)T _lé(z)' _-=|-(2> ~500.

o O O O

1 0 -1000
0 00 00O
K<1’:1ooo-_10 1 00 0N
= 0 00 00 Ofm
0 00 00O
|0 0 0 00 O]
0 00 0 0 0]
000 O0O0UO
K(2)=500'000000E
= 000 1 0 -1|m
000 O0 OO
0 00 -1 0 1]
05 05 0 0 -05 -0,5]
05 05 0 0 -05 -0,5
K(3):200‘0 0 00 O 0 [N
= 0 0 00 O 0 [m
-05 05 0 0 05 0,5
-05 -05 0 0 05 0,5 ]|

Most elvégezhetjiik az 6sszeadast:
1100 100 -1000 O -100 -100]

100 100 0 0 -100 -100
-1000 O 1000 0 0 0
0 0 0 500 0 =500
-100 -100 0 0 100 100
| -100 -100 0 -500 100 600

A K globalis merevségi matrix szimmetrikus. A kénnyebb atlathatosag kedveert kiemeliink

K=K”+K?+K? =

3|z

100-at, és igy irjuk:



1 1 -10 0 -1 -1
1 1 0 0 -1 -1
-10 0 10 O O O|N
K =100 —
= O 0 O 5 0 -5m
-1 -1 0 0 1 1
-1 -1 0 -5 1 |
Peremfeltételek
A globalis merevségi matrix kiszdmitasahoz konkrét alakot 61tott a
K-u=f

egyenlet. A feladat azonban nem csupan a tarté elemeit adja meg, hanem a befogasokat is,

amelyeket kinematikai peremfeltételeknek neveziink, mert az ismeretlen u
elmozdulésvektorra vonatkozo eldirasokat jelentenek. A befalazas ¢és a gérgds alatdmasztas
azt jelenti, hogy az 1. csomopont nem mozdulhat el, a 2. csomdpont pedig csak x irdnyba
mozoghat, y iranyba nem. Ezt szemlélteti az alabbi abra:

Uy3

A kinematikai peremfeltételek figyelembevételével az u globalis elmozdulas vektort az
alabbi alakban keressiik:

ux2

< |
Il

ux3
u

y3

A befogason kiviil a feladat megadja a 3. csomopontban hat6 kiilsd erdket is:
fo.=2N
f.=1N

valamint tudjuk, hogy a gorgds alatdmasztas x iranyu erét nem képes kifejteni, azaz
f,=0N.

Ezt is szemléltethetjiik az dbran:



fxl

A kiils6 erok vektora az alabbi alaku:

—-h|

Mivel a K globalis merevségi matrix szingularis, a 5a=f egyenlet nem oldhat6 meg

peremfeltételek megadasa nélkiil! (Ez azt jelenti, hogy a sorai nem linearisan fiiggetlenek,
vagyis a rangja kisebb, mint a sorainak a szama.) Az ilyen tipust feladatok kézzel vald
megoldésara altalanosan ismert a kdvetkezd eljaras. Toroljiik a globalis merevségi matrixbol
azokat a sorokat és oszlopokat, amelyek a kinematikai peremfeltételben adott elmozdulés

komponenseknek felelnek meg. Igy mar a K nem lesz szingularis, és az egyenlet megoldhato.

Ezt latjuk a kovetkez0 alfejezetben.

A peremfeltételek figyelembevételével a feladatot leirod egyenlet igy irhato:

A feladat megoldasa
11 1
1 1
-10 O
100-
0 O
-1 -1
-1 -1

-10

0

10

0
0
0

0 -1
0 -1
0 O
5 0
0 1
-5 1

-1
-1
0
-5
1
6

ux3

Uy

f

x1

yl
0
f,,

2
1

Mind a matrixb6l, mind a vektorokbol elhagyjuk x1, y1 és y_g sorokat és oszlopokat.



11 1 -10 0 -1 -1]/ O "

1 1 0 0 -1 -1\ 0] |f,

10 0 10 0 0 Ofju,| |O
100- =

0 0 0 5 0 5/|0]|f,

1 -1 0 0 1 1f|ug| |2

-1 -1 0 -5 1 6]Ug| [1]

10 0 0][u,] [0
100/ 0 1 1|luy,|=|2
0 1 6|lu,| |1

Ez a redukalt egyenlet, amit megoldhatunk tobb modszerrel (pl. Gauss-eliminacioval), de itt a
legelemibb megoldast k6zoljiik, amely Kisszamu ismeretlen esetén hasznalhato csak. A matrix
szorzés szabdlyai szerint elvégezve a kijelolt miiveleteket, és a vektorokat komponensenként
felirva a kovetkez6 egyenletrendszerhez jutunk:

100x10u,,=0

100'(ux3+ux3) =2
100- (u+6uU,)=1

Ebbdl a megoldas:
u,=0m
u,=0,022 m
u,;=-0,002 m

Ez az eredmény konnyen értelmezhetd: megkaptuk azokat az elmozdulasokat, amelyeket a
befogas nem tilt meg. Itt jegyezziik meg, hogy a kapott elmozdulas értékek szokatlanul
nagyok. Ennek oka az, hogy a tartoszerkezet igen vékony falti csdvekbdl all (0,2 mm az
alufdlia vastagsaga), de mivel a valdsagban az sem idedlisan rugalmas, ilyen nagy
megnyulasok esetén elszakad. Azonban az adatok megvalasztasakor most a kis szdmok
hasznalata és a szdmitasok kdvethetdsége volt az elsddleges cél.

A csomopontok elmozdulasai tehat:

0
0
0

o
[
3

0
0,022
0,002 |

A Kiilso és belso erok Kiszamitasa

Ha az u elmozdulés vektor ismert, akkor a merevségi matrix segitségével minden erdt ki
tudunk szdmolni:



1 1 -10 0 -1 -1 0 =
1 1 0 0 -1 1 0 -2
_ - -10 0 10 0 0 O 0 0
f =K-u=100- _
= 0O 0 0O 5 0 -5 0 1
-1 -1 0 0 1 11 0,02 2
-1 -1 0 -5 1 6]-0002| |1

Ezzel megkaptuk a befogasokban ¢bredd, un. reakciderdket. Vegyiik észre, hogy az eldirt
erokomponensek automatikusan adodtak.

2N+

19. dbra: A racsos tartora hato elére megadott terhelés (fys; fys)
¢és a kiszamitott reakcider6k

Az egyes rudak igénybevétele szintén fontos kérdés egy tartoszerkezet vizsgalatakor
(méretezéskor), ezért kiszdmitjuk az egyes elemekre hato erdket. Ehhez az elemek merevségi
matrixat hasznaljuk fel (globalis koordinata rendszerben): ...



