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A végeselem modszer helye a tudomanyban

Annak ellenére, hogy a végeselem modszer a természettudomany szinte minden teriiletén
alkalmazhato, a jelen fejezet csupan a mechanikan beliil kivanja megmutatni a helyét. Ennek
oka kettés. A moddszer els@ gyakorlati alkalmazasai, amelyek a fejlddésére is dontd hatast
gyakoroltak, mechanikai jelleglick voltak. Masrészt, ha megértjik a mechanikan beliili
szerepét, konnyen altalanosithatjuk azt a tobbi tudomanytertiletre.

A fizika altalaban, és vele egyiitt a mechanika az alabbi teriiletekre oszthato:

e Kisérleti fizika/mechanika: a jelenségek megfigyelésekkel és kisérletekkel valo
vizsgalatat jelenti, célja az ismeretszerzeés.

e Elméleti fizika/mechanika: célja a meglévd ismeretek atfogd rendszerbe foglaldsa,
els0sorban matematikai eszkozokkel, deduktiv titon.

e Alkalmazott fizika/mechanika: a rendelkezésre 4116 tudomanyos ismeretek technikai,
ipari alkalmazasat, kozvetlen hasznositasat jelenti.

e Szamitogépes fizika/mechanika: a XX. Szdzad sziilotte, a szamitdstudomany
fejlodésének koszonheti 1étrejottét. Célja a jelenségek, vagy tudomanyos hipotézisek
szamitogépes modellezése, modszere a matematikai modellek szdmitogépes
implementéalasa. Barmilyen jelenségre vonatkozdan végezhetiink szamitasokat, ha
rendelkezésiinkre 41l annak vélt vagy valos matematikai modellje, azt beprogramozzuk,
€s van egy szamitogépiink, amely képes belathatd idén beliil elvégezni a sziikséges
miiveleteket (ez néha nem is annyira magatol értetddd). A szamitogépes fizikat azért
szokas kiilon teriiletként emlegetni, mert sajatosan kapcsolodnak 6ssze benne a fizika,
szamitastudomény ¢€és a matematika ismeretanyagai. A szamitogépes fizikat
leggyakrabban elméleti vagy alkalmazott fizikai vizsgalatokra hasznaljak.

A végeselem modszer egy matematikai eljards, amely konnyen programozhato, és ezért a
szamitogépes fizika ill. mechanika egyik legelterjedtebb eszkoze.



A feladatok osztalyozasa

A szamitogépes mechanika témakorei a vizsgalt rendszer méreteinek nagysagrendje alapjan
tovabb csoportosithatd nano- és mikromechanika, kontinuummechanika (szilard testek,
folyadékok, tobbfazist rendszerek), €s rendszerek mechanikajara.

A kontinuummechanikdban megkiilonboztetjiik a dinamikai és a sztatikai feladatokat. A
dinamikai problémaék esetén idOfiiggd jelenségeket vizsgalunk ugy, hogy figyelembe vessziik
a tehetetlenségi erdket is. A sztatikai problémak tovabbi két nagy csoportra oszthatok. Az elsd
esetben idofiiggetlen jelenségeket vizsgdlunk. A masodik csoportba az Un. kvazi-sztatikus
feladatok tartoznak, amelyek id6fliggdk ugyan, de az esetlegesen fellépd tehetetlenségi erdket
mégsem vessziik figyelembe. Ennek tobb oka lehet: sok esetben ez egy dinamikai jelenség
kozelitd vizsgélata.

A fizikai modellezéssel kapcsolatosan meg kell emliteniink még a linearitas fogalmat. Egy
feladat lineéris, ha a ,,kivalté ok” — ,,valasz” folyamatban a valasz linearis, ami azt jelenti,
hogy kétszer akkora ,,kivalté ok kétszer akkora ,,valaszt” eredményez. Példaul a Hooke-
torvény prizmatikus rad huzésa esetén az alabbi egyszerii alakban varhaté: c=E-¢, aholo a
rud tetszdleges keresztmetszetében ébredd fesziiltség, € a relativ megnyulas, E pedig a
rugalmassagi egyiitthatd. Vilagos, hogy kétszer nagyobb fesziiltség esetén kétszer nagyobb
lesz a rad megnyuldsa. A Hooke-torvény linedris anyagtérvény. A rugalmas rad htizasa
linearis feladat. A Hooke-torvény tenzorokkal megfogalmazott o = C-¢ alakja is linearis. Ha

egy feladat nem linedris, akkor nemlinearisnak nevezziik. Példaul, ha a rad huzasanak
modellezésekor nem a Hooke-tdrvényt, hanem a szakitodiagramot vessziik figyelembe, akkor
a feladat nemlineérissa valik.
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1. abra A Hooke-torvény (A) és a szakitasi diagram (B)

A végeselem modszerrel vizsgalhatunk dinamikai, sztatikai, linearis és nemlinearis
feladatokat egyarant. Legszemléletesebben a linedris sztatikai feladatok targyalhatok.

A végeselem modszer gondolatmenete

A kornyezetliinkben megfigyelhet6 jelenségek altalaban oly Gsszetettek, hogy teljes
egésziikkben nem vagyunk képesek tanulméanyozni azokat. Az emberi elme kiilonleges
képessége az, hogy részekre tudja osztani az 6t koriilvevd vilagot, a részeket kiilon tudja



vizsgalni, majd a részek tulajdonsagaibol kovetkeztetni tud egy Osszetett rendszer lehetséges
viselkedésére. Példaul

a.) amérnok az acélrudak jellemzd6i alapjan megtervezhet egy bonyolult racsos
tartoszerkezetet

b.) ha a gazda ismeri a ndvények sziikségletei, akkor optimalisan tudja mikodtetni egész
gazdasagat

c.) amidta I. Newton felismerte a gravitacids erdtdrvényt, azota lehetséges nagyszamu
égitestbdl allo rendszerek mozgasformajanak tanulmanyozasa és leirasa viszonylag nagy
pontossaggal

Nemcsak a VEM, hanem a legtobb tudomanyos vizsgalat kulcslépése az, hogy
megkeresse azokat a legegyszeriibb épitoelemeket, amelyek még hordozzak az egész
rendszer minden lényeges tulajdonsagat (példaul a kémia esetében igen latvanyos ez a
gondolkoddsmod: az atomok €s molekulak tulajdonsagaira vissza lehet vezetni az anyagi
halmazok legtobb kémiai sajatsagat). Ezeknek az elemeknek a vizsgélata, viselkedésiik
(matematikai) leirdsa egyszerlibb feladat, mint az egész rendszert vizsgalni. Itt azonban nem
ér véget a munka. A részek egymashoz valo kdlcsonhatasanak ismeretében azt is meg kell
mondani, miként mitkddik a beldlik 6sszeallitott egész rendszer.

A végeselem modszer esetén mind a részekre bontas, mind az dsszeallitas tobb 1épésben
torténhet, az eredeti rendszer bonyolultsagatol fliggben.

A részekre bontasnak két jellegzetes megvalositasat ismerjiik. Egy sok alkatrészbdl 4116
miiszaki rendszert alrendszerekre, majd alkatrészekre bontunk, pl.:

motor fogaskerék
teherauté hajtomii tengely
- kerekek csavar
alvaz alateét
olaj

Ez megfelel egy képzeletbeli szétszerelésnek, mely (miként az abra is sugallja,) tobb szinten
valosul meg. Egy-egy alkatrész azonban 6nmagaban még mindig tul bonyolult rendszer a
kozvetlen (pl. kontinuummechanikai) szamitasokhoz (pl. egy ferde fogazasu fogaskerék).
Ezért ezt tovabb bontjuk. Az alkatrész egy folytonos kdzegbdl felépiild test, amit gondolatban
helyettesitiink véges szamu Osszetevovel, ez a diszkretizacio. A diszkrét rendszer az eredeti
kontinuumnak egy helyettesitése, amely a matrixalgebra eszkozeivel leirhatd. A végeselemek
a diszkrét rendszer ,,épitdkovei”.

A VEM masodik fontos 1épése a végeselemekbdl az egész rendszer (pl. fogaskerék)
modelljének Osszeallitasa. Ez matematikai értelemben az elemek kis matrixaibol egy nagy
matrixegyenlet felépitését jelenti. igy 1étrejon a fizikai rendszer Gn. diszkrét modellje.

A diszkrét modell megoldasa az Gin. diszkrét megoldas, amely az eredeti rendszer
viselkedésének egyfajta kozelitése.

A diszkrét megoldas két 6 hibaval terhelt, amelyek mértékét az eredmények felhasznalasa
elott ellendrizni kell. Az els6 hibaforras az an. idealizaciobdl ered. A valos fizikai rendszer
bizonyos, altalunk 1ényegesnek tartott tulajdonsagait beépitjiik a diszkrét modelliinkbe, mas
tulajdonséagokat viszont nem (pl. lehet, hogy egy sztatikai szdmitas esetén figyelmen kiviil
hagyhatjuk a hdmérséklet hatasait — ez lehet jogos, de lehet, hogy nem az). A figyelembe vett
fizikai paraméterek mértékszamai mérési eredményeken alapulnak, igy ezek is bizonyos
hibaval terheltek (pl. rugalmassagi egyiitthato, hdvezetési tényezd). A fizikai rendszer
alakjat a diszkrét modell bizonyos hibaval kozeliti. Mindezek tehat az idealizaciobol és a
diszkretizacidbol fakado hibak. A masik hibaforras matematikai jellegii. Abbol adédik, hogy a



diszkrét modellt, mint matematikai feladatot altaldban nem lehet egzaktul megoldani, hanem
annak egy kozelitését adhatjuk meg.

Fizikai Diszkrét Diszkrét
rendszer modell megoldas

y
y

Bevezeto példa: a vizvezeték rendszer

Ez a példa megmutatja, hogy irjuk le a diszkrét rendszereket. Egy vizvezeték rendszert
vizsgalunk, amely egyenes csddarabokbol all. A csddarabok vizateresztd képessége ardnyos a
végpontjaik magassagkiilonbségével. Két ilyen egyenes csddarab talalkozasi pontjaban viz
léphet ki a rendszerbdl, vagy Iéphet be abba. A cséhalozat miikddését folyamatosnak €s
allanddsultnak képzeljiik el.

1. csO

talajszint

2. abra: A fizikai rendszer

A csédarabok végpontjainak magassagat h betli jeloli, a végpontokat megszamozzuk. A
fizikai rendszer modellje két elembdl all, amelyeket végpontjaik magassagéval jellemziink.



3. abra: A vizvezeték rendszer diszkrét modellje

A diszkrét modell (1) szamu eleme az 1. csOnek felel meg. Vegytik észre: a modell nem
tartalmaz informéciokat a csd keresztmetszetérdl, a csd falanak anyagarol, a hdmérsekletrdl,
stb. A modell csak a csovek végeinek magassagkiilonbségét ismeri, a csoben aramlé folyadék
aramerdsséget, illetve ezen mennyiségek kozotti matematikai kapcesolatokat adja meg (1d.
alabb).

El6szor egy bizonyos elem tulajdonséagait vizsgaljuk meg. Legyen az elem sorszama e=1,2.

n

h,*

4. abra

Az elem 1. végpontjanak magassaga h;°, a 2. végpont magassaga h,® . Az 1. végponton
befoly6 viz aramsiirlisége j;° , a 2. végpontban ugyanez a mennyiség j,°. Korabban emlitettiik,
hogy a csOvezetek vizateresztd képessége ardnyos a végpontjanak magassagkiilonbségével.
Ezt igy fejezziik ki matematikai alakban:

Jp =c(hy —h3)
Azt is tudjuk, hogy a tomegmegmaradas miatt, amennyi folyadék bearamlik az egyik
végpontban, annyi fog kidramlani a masik végpontban:



Jo ==y = —e(hy =h3) =c(-hy + h3)
A fenti formulaban c egy tetszéleges aranyossagi tényezd. Az egyszerliség kedvéért most c=1.
Vezessiik be a kovetkezd vektorokat:

IH E:m;
15 h3

Az aramerdsségek €s a magassagok kozotti, fenti 6sszefiiggések igy egyszeriibb formaban

irhatok le:
i I =1} hS
Bl L1 1

F=Kh

Végezziik el a matrix miiveleteket, hogy ellendrizhessiik a formuldink helyességét! A
. 1 -1
K =c 1 m~/h

vagy

matrixot az (e) elem merevségi matrixanak nevezziik. Példankban

K" =K? :c{ : _1} m?/h
= = -1 1
Amikor a véges elem viselkedését leirtuk, akkor az elemhez kapcsolt lokéalis viszonyitasi
rendszert hasznaltunk. Ez abban nyilvanult meg, hogy az altalanosan elképzelt (e) elem
baloldali végpontjat 1. a jobboldalit pedig 2. sorszammal lattuk el.

Ezen a ponton eljutottunk a részekre bontas végéig. Megadtuk a csérendszer diszkrét
modellje épitdelemeinek matematikai leirasat. Most atlépilink a modellalkotds méasodik
fazisaba: az egyes véges elemekbdl dsszeallitjuk a teljes modellt. Ez azt jelenti, hogy a teljes
modellt jellemz6 fizikai mennyiségek kozotti kapesolatot kell megadnunk matrixegyenlet
formdjaban.

Az egyes elemekre hasznalt lokalis jelolésekrdl most at kell térniink a teljes modellre
vonatkozo6 jelolésekre. Ez elsdsorban a csomdpontok sorszamozasara vonatkozik, és ezzel
egylitt az &ramerdsségek €s magassagok indexelésére is. Az (1) elemnél nincs valtozas. A (2)
elemnél igy alakulnak a jelolések:

o _[i2] 4 [0,
)" e )

Gondoljuk at, hogy ebben a rendszerben a viz honnan hovéa dramolhat. A rendszer (diszkrét
modell) 6sszetevdi: az 1., 2. és 3. csomopontok, €s az (1), (2) végeselemek. A végeselemek a
csomopontokban taldlkoznak egyméssal. Minden egyes csomopontba be-¢s kidramolhat a viz
a hozza csatlakozo csovekbdl, illetve a kornyezetbdl. Példaul a 2. csomopontba dramolhat viz
az (1) cs6bol, a (2) csébdl és a kornyezetbdl (mondjuk egy csapon keresztiil).
A tomegmegmaradas torvénye a 2. csomodpontra is igaz, ami az eddig bevezetett jelolésekkel
igy irhato:

B +3y =],
A o'V és j,? akkor pozitiv, ha az (1) ill. (2) elemekbe a 2. csomdpontbol befelé aramlik a viz,
a j» pedig akkor pozitiv, ha a kornyezetbdl a 2. csomoOpontba dramlik a viz. A fenti egyenlet
azt fejezi ki, hogy amennyi viz elfolyik az (1) és (2) elemekbe, annyit kell potolni a
rendszerbe kiviilré1 a 2. csomépontban (ha minden mennyiség pozitiv). A K'® merevségi
matrixanak indexelése is megvaltozik.



2 3
co @1 -
= @)|-1 1

A globdlis indexelés hasznalatanak megkdnnyitése érdekében minden dramerdsség vektort és
merevségi matrixot kiegészitjiik a harmadik indexnek megfeleld elemmel, illetve nulla
sorokkal és oszlopokkal:

i’ i’
j(]) o] j.<2) _|jo
i i@
1 -1 0 0 0 0
K"”=c-1 1 0|m’/h; K?=c0 1 -1|m’h
0 0 O 0 -1 1
A magassag vektor pedig igy alakul:
h]
h=|h,
h

3

ezzel:
j(]) :£(1)}—1 : 3(2) :£(2)}—1
Ez volt a globalizaci6: lokalis jeldlésekrdl attértiink a globalis jelolésekre. Most kovetkezik az
Osszeflizés.
A tomegmegmaradas egy tetszéleges csomdpontban:
i =]
3

3
ngl:)hk + nglf)hk =i
k=1

k=1
2 (K +Khy = j
k=1
Mindez 6sszefoglalhato az alabbi matrixegyenlet forméjaban.
Kh =]
Itt K a teljes diszkrét rendszer merevségi matrixa.
I -1 00 |0 O O 1 -1 0

K=K"+K?=[-1 1 0[+|0 1 -l|=|-1 2 -1|m%h;
0 0 0] [0 -1 1] |0 -1 1

Ez az egyenlet kapcsolatot teremt a csomopontok magassaga €s az abba a kdrnyezetbol
befoly6 aramerdsségek kK6Z0tt. A h és j vektorok dsszesen 6 skalar komponense koziil csak 3
lehet ismeretlen.
Lassuk a legegyszeriibb példat, és azt, hogy mit tudhatunk meg a cs6halozatrol a felallitott
modelliink segitségével!
Legyen adott a harom csomopont magassaga: h1=25 m, h,=10 m, h3=5 m. (c=1) Ekkor:

1 -1 025 15

Kh=|-1 2 -1{/10|=|-10 |m’/h=]
0 -1 115 -5



Ezzel megtudtuk a csomdpontok €s a kornyezet kdzotti viz aramerdsségét. Vajon mi zajlik az
egyes elemeken beliil?

1 -1 0 25 15
K"h={-1 1 0[m*h|10|m=|-15m’h=]"
0 0 0 5 0
00 0 25 0
K?h=|0 1 -1|{m*h|10|m=|5 [m’h=]"
0 -1 1 5 -5

Az eredményeket az alabbi abran foglalhatjuk 6ssze:

15m’/h
10 m*/h
25m 3
— 15m’/h 3
— 5m’/h
10m| 5m’h
— 5m
A\ 4 A\ 4 A
5. abra

A rendszer modellje alkalmas mas jellegii szamitasok elvégzésére is. {rjuk 16, hogy ji=10
m’/h, h,=20 m és j3=-15 m>/h legyen, és a feladat az, hogy szamitsuk ki, milyen j,, h; és hs
esetén valosithatd ez meg. Egyenletiink most az alabbi:

Kh =]
1 -1 0 h, 10
-1 2 —-1|m’/h|20|m=| j, |m’/h
0 -1 1 h —15

3
Most a megoldas nem olvashato ki kozvetleniil ebbdl az 6sszefliggésbdl, hanem meg kell
oldanunk az egyenletet. A matrix miiveletek elvégzése utan az alabbi alakba hozhat6 ez a
feladat:

h, =20 =10
—h, +40—h, = j,
—20+h, =15

Az egyenlet megoldésa:
h;=30 m; h3=5m; j=5 m*/h;
A feladatban eldirt allapotot megvalosito rendszer tehat:



6. abra

N , W = =0, = =@, . . i

A csdvekben az dramerdsségeket a K" h =7 ésa KPh=j  osszefliggések ad ak, az el6zo
g K J K J gg ]

feladatban ismertetett moédon.

Harzi feladat

1. Adja meg az aldbbi csOvezeték rendszer diszkrét matematikai modelljét, és szamitsa ki

az aramerdsségeket h;=20 m, h»=30 m, h3=5 m; h4=15 m esetén!

7. abra
Megoldas:
1 -1 0 O -10
-1 2 -1 0 - | 35
K= m’/h j= m’/h
= 10 -1 2 -1 -35

0 0 -1 1 10



2. Epitse fel az abran lathato csdvezeték rendszer diszkrét matematikai modelljét! Miben
hasonlit €s miben tér el az el6z6 feladatban vizsgalt rendszert61? Keresse meg a
megoldast, ha adott h;=50 m; j,=0 m3/h; 13=-10 m3/h; hs=20 m!

)
(D)
€)

8. abra

A végeselem modszer lépései
A récsos tartoszerkezetek

A kovetkezdkben egy, a szakirodalomban elterjedten hasznalt példaval szeretnénk
bemutatni a végeselem modszer 1épéseit. A racsos tartok vizsgdlata soran latni fognak a
végeselem modszerre jellemz0 elvi megfontolasokat és matematikai eszkozoket. A
legegyszerlibb racsos tarté hdrom elembdl allo, csuklos csatlakozasa szerkezet, ezt fogjuk
felhasznalni illusztracioként.

9. abra



A racsos tartok szerkezeti elemei a tagok, amelyek altalaban hosszukas alakt szilard testek. A
tagok a végpontjaikban a csatlakozasnal kapcsolodnak 6ssze. A csatlakozasok technikai
megoldasara példa a szegecselés, hegesztett kotés, csavar kotés. A racsos tartok vizsgalata
soran gyakran idealizaljuk a feladatot. A csatlakozasokat surldédasmentes csuklokra cseréljiik
fel, amelyek nem fejtenek ki ellenallast a rudaknak a csatlakozasi pont koriili elfordulaskor, a
tagokat pedig kizardlag axidlis irdny1 (a két végpontjan levd csatlakozasi pontokat 6sszekotd
egyenesbe esd) erot kifejteni képes rudaknak tekintjiik.

A récsos tartok tagjait a modellben az un. két csomopontu rudelemmel helyettesitjiik.
Ez a legegyszerlibb, szilardsagtani feladatokban hasznalt végeselem. Lineéris rugd elemnek is
hivjak, mert a megnyulasa és a rd hato erd kozotti 6sszefiiggés megegyezik a rugalmas
erétorvénnyel. A racsos tartok kozotti 6sszefiiggés megegyezik a rugalmas erétérvénnyel. A
racsos tartok legegyszertibb modellje a rugdkbol allo rendszer (surlddasmentes csuklos
csatlakozasokkal).

10. abra

Természetesen, itt a rugokat idedlisnak kell tekinteni abban az értelemben is, hogy
0sszenyomas esetén sem hajlanak ki oldalra, tehat a linedris er6torvény huzésra és
0sszenyomasra egyarant érvényes.

Ha a 10. abra alapjan 6sszevetjiik a linearis rugoéelemet a 64 csomdponti kdbos téglatest
elemmel, sejthetjiik, hogy matematikai leirasuk 0sszetettsége 1ényegesen eltéro.
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a.) b.)

11. abra: A legegyszeriibb ¢€s a legosszetettebb végeselem: a.) két csomdponta radelem b.) 64
csomoOponti kdbos téglatest elem

A legegyszerlibb és legbonyolultabb végeselemekbdl felépitett modellek matematikai leirasa
azonos elvek alapjan, azonos eszkdzokkel valdsithaté meg.
A racsos tartok végeselem modelljének ismertetése bevezetd példaként tobb eldnnyel jar:
1. A matematikai leirds analogiaja miatt jo1 elokésziti mas, 6sszetettebb elemekbdl 4116
modellek megértését és hasznalatat.
2. A legegyszeriibb tartok esetén a szdmitasok kézzel is elvégezhetdk, ami megalapozza
a késobbi szamitdgépes alkalmazasok elkészitését, vagy azok értd hasznalatat.

Idealizalas és modellalkotas

Amikor a racsos tartot rudakbol surlédasmentes csuklokkal 6sszedllitott szerkezetként
képzeljiik el, akkor az eredeti tartot idealizaltuk. ezzel a valodi probléma egyfajta kozelitését
fogalmaztuk meg. Bizonyos, dltalunk 1ényegtelennek itélt tulajdonséagaitdl eltekintettiink, mint
példaul a csatlakozasi pontokban fellépd oldaliranyt er6ktol, és ezzel egylitt a rudakra hato
hajlito igénybevételtdl. Mas tulajdonsagokat, mint példaul az axialis erdket, és azt, hogy a
rudak csatlakozo végpontjai mindig egyiitt mozognak, beépitettiik az idealizalt tartd jellemzoi
kozé. Figyelmen kiviil hagytunk egy sor mas adatot is: a rudak szinét, hdmérsekletét,
elektromos vezetOképességét stb. is.

Valdjaban ha figyelembe szeretnénk venni minden egyes, a tartdoszerkezettel kapcsolatos
adatot, akkor kezelhetetleniil nagy informaciétomeggel talalnank szembe magunkat.
Ugyanakkor ezek informaciok jelentds része teljesen felesleges volna, mas résziik kevés
befolyassal bir a vizsgalt rendszerre, és csak kis hanyaduk igazan lényeges a feladat
szempontjabol. Az idealizaci6 feladata tehat igen jelentds: el kell valasztanunk a Iényegest a
lényegtelentdl azzal a céllal, hogy a késObbi szdmitasi munkat a lehetd legkisebb mértekiire
csokkentsiik, de mégse vesszenek el a vizsgalt jelenség szempontjabdl meghatarozo
informaciok. idealizaci6 nélkiil nincs modellalkotas, de talan emberi gondolkodéas sem. A
valosag végtelen tengerébdl meg kell ragadnunk egy hasznalhatd, de véges, sot szamunkra
hatékonyan kezelhetden kis méretii részhalmazt. Erdemes racsodalkoznunk arra, hogy
egyaltalan képesek vagyunk ilyen miiveletre! Az idealizacio tehat gondolkodasunk szamara
hozzaférhetdve teszi a valosag egy részét. Mas oldalrol pedig korlatozza szdmitasaink
érvényességi korét. Barmilyen eredményre is jutunk a késdbbiekben, mindig hozza kell
tenniink: ,,feltéve, hogy az idealizaci6 soran elfogadott allitdsok igazak.”’



A tapasztalat azt mutatja, hogy a racsos tartok vizsgalata esetén a bemutatott idealizacié jol
hasznalhato. Ne tévessziik 0ssze az idealizalt problémat a modellel. K6z6s benntiik az, hogy
mindketté az emberi elme sziileménye, és az is, hogy céljuk ugyanannak a valésadgnak a
leirasa. Mig azonban az idealizalt feladat inkabb filoz6fiai jelegli elképzelés, addig a modell a
feladat matematikai leirasat jelenti. Ha rendelkezésiinkre all a modell, akkor matematikai
miveletek elvégzésével valaszt adhatunk a kérdések bizonyos halmazara. A modellalkotas
soran

1. Definialjuk a rendszer allapotat leir6 mennyiségeket.

2. Definidljuk a kérnyezet hatasat leir6 mennyiségeket.

3. Megadjuk a rendszer viselkedését leiro torvényszeriiségeket.
Ezek a torvényszerliségek altaldban az 1. és 2. pontban meghatdrozott mennyiségeket
tartalmazo egyenletek, egyenletrendszerek.

A haromtagu racsos tarto matematikai modellje

Vizsgalatunk targya az idealizalt haromtagu racsos tartd, amely surlodasmentes csuklokkal
0sszekapcsolt idealisan rugalmas rudakbol all.

A 4

12. abra

Az abran vazolt szerkezet helyzete egyértelmiien megadhat6 a rudak csatlakozasi pontjainak
helyével.

Minden pontot és minden rudat sorszammal latunk el, amit majd a fizikai mennyiségek
indexelésére fogunk hasznalni. A csatlakozasi pontok elmozdulés vektorait €s az
erdvektorokat az dbran szemléltetett sikbeli deré¢kszogl koordinata rendszerben adjuk meg.
ezt globalis koordinata rendszernek nevezziik. Az elmozdulas vektorok koordinatait Uy, Uy,
stb. betlikkel jeloljiik, a csomopontokra hat6 er6k vektorait pedig Ayi, Ay, stb. betlikkel.



f3, uxs

fxl » Uxl fx2a Ux2

»
|

A rudakat prizmatikusnak tekintve keresztmetszetiiket A9 hosszukat L, rugalmassagi
egyiitthatojukat pedig EV jelsli. A rudakra vonatkozé mennyiségek indexeit a mennyiség
betiijelének jobb felso sarkaba irjuk, €s azért tessziik zardjelbe, hogy megkiilonboztessiik a
hatvanykitevotol.

Mindegyik radra érvényes a Hooke-torvény (ezt feltételezziik az idealizacioval):
F= EA%
L

ahol F a radban a [IL megnyulds kdvetkeztében ébredd erd, A, E és L pedig a fentebb
mondottak szerint értendd. Vessiik ezt 6ssze a rugalmas er6térvénnyel:

F=klL
ahol F a rugoban ébred6 erd [JL megnyulas esetén, k pedig a rugédllando. Az idedlisan
rugalmas prizmatikus rad helyettesithetd egy olyan rugdval, amelynek rugoallandoja:

k=LA
L



Ha a rad nem prizmatikus, de idealisan rugalmas, akkor is hozzarendelhetd a k rugdallando,
de az mar nem all ilyen egyszertli kapcsolatban a rad geometriai adataival.

Megtettiik a modellalkotas elsd két Iépéset. A rendszer allapotat jellemzik a csatlakozasi
pontok (ux;, uyi) koordinétai, a rudakat pedig az AV, E?, L") és az ezekbél kiszamithato k')
mennyiségek. A kornyezet hatasat a csomopontokban hato (fy;, fy;) erfk irjak le.

A rendszer allapotat leir6 valtozokat (koordinatakat) egyetlen vektorban is 6sszefoglalhatjuk.
Hasonloan jarunk el az er6k komponenseivel is.

Ux] Ax]
yl yl
— U, |— |A
U _ x2 A _ x2
U, A,
Ux3 Ax3
U, | Ay |

Az U vektor (altalanositott elmozdulas vektor) komponensei a feladat elsddleges valtozoi.
Nevezik ezeket allapotvaltozoknak is, vagy fizikai szemlélet alapjan szabadsagi fokoknak is.
Esetiinkben a vizsgalt rendszer 6 szabadsagi foku.

A matematikai modellalkotas soran kapcsolatot kell megadnunk U és A vektorok kdzott.

Mivel az idealizalt racsos tartd viselkedését linearisnak feltételezzik, ezért az U és A
vektorok kozotti kapcsolatnak is linearisnak kell lennie. A linearis 6sszefiiggéseket
matrixokkal irjuk le:

Ay K Kx]y] Kz Kx]y2 | Kx]y3 Uy W
vl Ky]xl Kylyl Kylx2 Kyly2 Kylx3 Kyly3 Uy]
Ay, _ Ko Kny] Ko Kx2y2 Ko Kx2y3 Uy,
Ay2 Ky2x] Ky2y] Ky2x2 Ky2y2 Ky2x3 Ky2y3 Uy2
Ax3 Kx3x1 Kx3y] Kx3x2 Kx3y2 Kx3x3 Kx3y3 Ux3

_Ay3 ] _Ky3x] Ky3y1 Ky3x2 Ky3y2 Ky3x3 Ky3y3 ] _Uy3 J

Ezt tomorebben irhatjuk matrixok segitségével:

A=KU
A K matrix neve: globalis merevségi matrix. A globalis merevségi matrix szimmetrikus,
elemei a merevségi egyiitthatok.

Ezzel eljutottunk a matematikai modellalkotas végére. Ismerjiik a mennyiségeket, amelyekkel
dolgoznunk kell, es felirtuk a kozottiik fennallo Osszefuggeést. A K matrix kiszamitasa

tovabbi feladatot ad nekiink.

Elemekre bontas és lokalizalas

A végeselem modszer egyik alapvetd I€pése az elemekre bontas. Az egyes elemek leirasat az
elemhez kotott, lokalis koordinata rendszerben adjuk meg. Ezt kovetden a lokalis koordinata
rendszerben egy elem matematikai leirasat, modelljét készitjiik el.

A haromtagu racsos tarto esetén az elemekre bontas a képzeletbeli csuklok megbontésat, és a
rudak kiilonvalasztasat jelenti. Egy rad egy elem, a végpontjait csomdpontoknak nevezziik. A
csomoOpontokban értelmezziik azokat a fizikai mennyiségeket (esetiinkben az elmozdulas
vektorokat és az erd vektorokat), amelyekkel jellemezziik az elem allapotat.



Mindegyik elemhez un. lokalis koordinata rendszert kotiink az abra szerint.

)

13. abra: Az elemekre bontott tartd a lokalis koordinata rendszerekkel

A lokalis koordinata rendszer origdja lehet valamely csomoOpontban vagy az elem
felezOpontjdban, ezek mindegyike célszerli valasztas. Az x tengely irdnya egybeesik az elem
iranyaval.

Vegyiik €észre, hogy mindharom elem, amelyekre szétbontottuk a tartot két csomoponta
linearis radelem (rugd elem), csupan a paramétereikben kiilonboznek egymastol. Ezért az
indexek elhagyasaval altalanosan targyalhatok. A radelem egyik csomopontjat jeloljiik 1, a
masikat j bettikkel (i,j)=1,2,3 értelemszerlien), az elem indexét pedig most nem irjuk ki.

y fyi, wyi Py, 0y

(_E-A I
X fxi,u’)ﬂ 1 L J ij,u’xj

-

14. abra: A két csomopontl linearis rudelem, és fizikai interpretacioja: a k rugdallandojt, L
hosszusagu rug6. A koordinata rendszer tengelyeinek betlijeleiben a vesszo arra utal ,hogy
lokalis koordinéta rendszerrdl van sz6.

Most adjuk meg a lokalis koordinata rendszerben a helykoordinatak és az eré koordinatak
kozotti Osszefliggest.

Uy =U";=0



A' =A'_=0
yn Y

mert a raidelem megnyuldsa és a benne ébredd erd is csak axialis, azaz x’ tengely irdnyu lehet
(a lokalis rendszerben!).

U',-U <L
Az elmozdulédsok kiilonbsége az elem megnytlasa. A hatas-ellenhatas elvébdl pedig az x
iranyt er0komponensek kozotti 6sszefiiggés adodik:

A 'Xi = _A 'xi
A rugalmas er6torvény osszekapcsolja az elmozdulas mez0 €s az er6k komponenseit:
A'y=KIL=k(U';-U"))
A'y=-A'y=-kIL=-k(U';-U"})

Az elem csomodpontjaiban érvényes elmozdulas komponenseket €s er6komponenseket egy-
egy vektorban foglaljuk 6ssze:

U'xi A'xi
U= Ul A= Aly
U' Ay,
U'yj A'yj
Az erétorvényeket egy matrixegyenletben is 0sszefoglalhatjuk:
A, 1 0 -1 0||U',
Ay _ 0 0 0 0fUY
A -1 0 1 0}jU
A'yj 0 0 0 0 U'yj

A matrixmiiveletek elvégzésével gy6zddjiink meg arrdl, hogy ez az egyenlet egyenértékii a
korabbi négy egyenldséggel! Ugyanezt rovidebben is irhatjuk:

A'=K'U'
A
10 -1 0 10 -1 0
K |00 0 0] BA[O 0 0 0
= /-1 0 1 0] L|-10 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0

matrix a két csomopontu linedris radelem merevségi matrixa. Ennek segitségével adott
elmozdulasok esetén kiszamithatjuk a csomdpontokban hato eréket (a csomodpont 4ltal az
elemre hato erdk).

Attérés a globalis koordinita rendszerre

Az egyes elemek matematikai modellje alapjan elkészithetd a teljes feladat globalis merevségi
matrixa. Ehhez eldszor az egyes elemek lokalis koordinata rendszereibdl az adatokat at kell
transzformalnunk a globalis koordinata rendszerbe. A transzformécidé megértéséhez
hasznaljuk a kovetkezd abrat.



X
A u’ A
Y]
__________________________________________ uyj
u’yj sin@ \Q| wyjcose
L\ \ ; X
> >
U’y cosp -U’y; sin@

15. abra: A lokalis és a globalis koordinata rendszerek kozotti transzformacio, ha az x-
tengelyek ¢ szdget zarnak be.

Az dbra alapjan:
U,=U" coso-U';sing
U, =U";sinp+ U’ cos¢
U,=U" cosp-U' sing
U,=U";sine+U';cos¢
Ugyanez matrixok segitségével is leirhato:

U, cosp —sing 0 0 U',
Ui | |sing cose 0 0 U’
U, 0 0 cose —sing || U'
Uy 0 0 sing cose || U,
tomorebben
Uu=1'U"

A forditott transzformacio:
U'=TU
A T a transzformacios matrix, a jobb felsd indexbe irt T betll a transzponalas jele. Az er§

vektorok ugyanugy transzformalodnak:

A=T'A'

A'=TA
Vegyiik észre, és ellendrizziik, hogy

T =T

azaz a transzformacids matrix transzponaltja megegyezik az inverzével. Ebbdl az kovetkezik,

hogy
TT =TT -E

ahol E az egységmatrix. Ez az 6sszefuggés ad lehetGséget az ellendrzésre.



Ahhoz, hogy az elem merevségi matrixanak transzformacios szabalyat megallapitsuk,
tekintsiik at az eddig megismert 0sszefiiggéseket:

Kl:Iélﬁl
U'=TU
A'=TA

Behelyettesitéssel kapjuk, hogy:

A=T'K'TU
Hasonlitsuk ezt 6ssze a globalis koordinata rendszerben felirt
A=KU
egyenldséggel:
K-T'K'T

Most vezessiik be Uijra az elemekre vonatkoz6 indexek hasznalatat, és irjuk fel a
transzforméciokat:

K(l) :I(I)E(l)'T(I)T

gm _ £2)I;(2)'I(2>T
K® = O @ T
2) , 3 re R g r1s oy
A K, K® és K matrixok az elemek merevségi matrixai globalis koordinata rendszerben. A
2) « 3 Lo S .
TV, T® és T a transzforméciés matrixok, amelyek esetiinkben csak az adott elemnek a

globalis x tengellyel bezart ¢, @2, @3 sz06gétdl fiiggenek. A E(])V,Em és EW matrixok kiilon

figyelmet érdemelnek. Ezek az (1), (2) és (3) elemek lokalis koordinata rendszerében felirt
merevségi matrixok. Mindharom

1 0 -1 0
K(])' — k(i) 0 0 0
= -1 0 1 O
0 0 0 O

alaku, azaz csak a k™ szorzoszdmban térnek el egymastol. Azért fontos ezt meglatnunk, mert
ebbdl értjiik meg az elemekre bontds, és az dltalanos elem matematikai modelljének hasznat.
Ha az altalanos elem leirasa a birtokunkban van, akkor azt megfeleld konstansok
alkalmazaséaval (amelyek anyagra és méretre jellemzdk altalaban) barmely ugyanolyan tipusa
elem esetén felhasznalhatjuk. Azt mondhatjuk, hogy a globalis koordinatarendszerben felirt

Em merevségi matrixok lényegében ugyanannak az altalanos, lokalis koordinata rendszerben

felirt matrixanak a képei. Ugy jonnek létre, hogy az altaldnos elem lokalis merevségi matrixat
megszorozzuk egy szdmmal, majd koordinata transzformaciot hajtunk végre rajta.

Osszeallitas/osszefiizés

Miutan meghataroztuk az egyes elemek merevségi matrixait a globalis koordinata
rendszerben, lehetdségiink nyilik a teljes rendszer merevségi matrixanak eldallitasara. Ezt
jelképesen ,,0sszeszerelésnek™ is hivjak, mert fizikai interpretacioja a racsszerkezet elemekbdl



valo Osszeszerelése. Matematikai értelemben is az ismert részekbdl épitjiik fel az egészet, ezt
a folyamatot ,, 6sszefiizésnek” is nevezik.
A feladat az, hogy megmondjuk, hogyan jarulnak hozz4 az egyes elemek merevségi matrixai
a globalis merevségi matrixhoz. Két szabalyt kell figyelembe venniink:
1. Az elmozdulasok kompatibilitasa (illeszkedése): az egy csatlakozési ponthoz tartozo
csomoOpontok elmozduldsa azonos. (Az 6sszekotott radvégzddések egyiitt mozognak.)
2. Az erdk egyensulya: egy csatlakozasi pontban a rudak (elemek) altal a pontra kifejtett
erd ereddje éppen kiegyenliti a kiils6 erOhatést. (Ha ez minden pontban teljesiil, akkor
a racsos tart6 egyensulyban van.)
Az els6 fontos 1épés a matrixok kiegészitése. Az erd vektorokat €s a merevségi matrixokat
nulla sorokkal és oszlopokkal egészitjiik ki, hogy 6sszeadhatoak legyenek. Ezt egy példan

mutatjuk be. Az £ vektor megadja a csomopontokban az (1) elemre hato erdket.

fxl(l) fxz(l)

£, £,

16. abra: az (1) elemre hat6 erdk

A vektor komponensei:

Ez egy négykomponensii vektor, amely az 1. és 2. csomopontokra vonatkozdan tartalmaz
= , . o . [ .
adatokat. Pl. fy az 1. csomopont altal az (1) elemre kifejtett er6 x komponensét jelenti.

o rel s =0, =
Egészitsiik ki ezt a vektort fx3 és fy3 komponensekkel:

FeM] e
fX] fx]
Q)] (1)
fy] fy]
Q) (1)

O _ fo | | o
e | T )
fy2 fy2

Q)]

fx3 0
Q)]

_fy3 1 L 0 J

Az utolso két komponens mindig nulla, hiszen a 3. csatlakozasi pont nem érintkezik az (1)
elemmel, tehat erdt sem fejthet ki ra.



Hasonl6an a E]) merevségi matrixot is kiegészitjiik két sorral és két oszloppal, amelyek
nulldkkal vannak feltdltve.

(O M M M
Kx]xl Kx]yl KX]X2 Kx]y2 0 0
1 U] U] U]
I<y]xl I<y]yl Kylx2 I<y]y2 0 0
U] 1 M M
K(]): KXZX] I<x2y] KXZXZ Kx2y2 0 0
= M 1 1 1
I<y2x] I<y2y] Ky2x2 KyZyZ 0 0
0 0 0 0 00
0 0 0 0 00

Az elmozdulas vektorokkal még egyszeriibb dolgunk van. Az elmozdulasok kompatibilitasa
miatt irhatjuk, hogy

- =3 -0 =3 -0 —@) -0 =@ =@ =) =@ —O

Uxi =Uxi, Uyl =Uyl , Ux2 =Ux2, Uy2 =Uy2 , Ux3 = Ux3, Uy3 = Uy3

Ezek az egyenldségek azt jelentik, hogy az elmozdulds komponensekrdl az elem indexek
elhagyhatok és az elmozdulasvektor

u

x1

uy]

ux2

=]
I

uy2

ux3

uy3_

Alakban hasznalhatd. Lassunk egy példat a kiegészitett matrixok hasznalatara. Az
= - . . 11l 1
f = E]) -u ~ Osszefliggés az alabbi alakot 6lti:

'fm' _K“) KO KO

O]
x1 x1x1 xlyl x1x2 Kx]y2 0 0 Uy
() O Q)] O] O]
fyl Ky]xl Ky]yl Kylx2 Ky]y2 0 0 Uy,
M M M O] O]
F(])_ f)(2 :K(])l—l_ KXZX] I<x2y] KXZXZ I<X2y2 00 u,, :K(])'_
TEo = T RO kO kO kY o ollu L
y2 y2x1 y2yl y2x2 y2y2 y2
1
£y 0 0 0 0 0 0ffu,
Q)]
_fy}_ L 0 0 0 0 0 0_ _uy3_

Latszik, hogy fils) = FS; =0 mindig teljesiil, és az is, hogy csak az elmozdulasok linearis

fliggvényei. Az eredmény tehat ugyanaz, mint kiegészités eldtt. A kiegészitésre azért van
sziikség, hogy a kiilonb6zd elemekhez tartozd vektorok és matrixok 6sszeadhatok legyenek.
Az egyes csomopontokra hato kiilsd er6k komponenseit az eddigi gyakorlatnak megfeleléen
egy vektorban foglalhatjuk 6ssze:

=1
I




Az er6k egyenstlya azt jelenti, hogy minden egyes csomopontban hato erdk kiegyenlitik
egymast, st azok x és y komponenseire kiilon-kiilon is igaz.

f)(1(3):0 fxl(z) fxl(l 'fxl(z) fxl( ) fx

17. abra: az 1. csomopont altal az elemekre kifejtett erdk (a),
¢s az er6k egyensulya az 1. csomdpontban (b).

Az 1. csomopontban az er6k egyensulya igy irhato:
fo -y =13 - =0
£, £ OO _ g
He az 1. csomopont az (1) elemre FE(]I) erdvel hat (x komponens), akkor a hatas-ellenhatas elve

. , U pe e . s
szerint az (1) elem az 1. csomdpontra —fx erdt fog kifejteni x irdnyban. A fenti egyenléségek
az 1. csomodpontra haté erdket tartalmazzak, és az egyensuly feltételét fogalmazzak meg.

, =3, =0 , . , , .
Természetesen az fxi €sa fy1 nulldk. Minden csomopontra felirva a hasonlo egyenleteket

hat egyenlethez jutunk, amelyeket vektori alakban igy irhatunk:
F— %(l) _F(2) _f(3) ~0
Vagy
f=fO+£f® £
(Ezek azok az 6sszefiiggések, amelyek miatt korabban ki kellett egésziteniink a vektrorokat,

, . ” e =1 i) T .. .
¢s a soron kovetkezdk:) Helyettesitsiik be az f = IS 'u Osszefiiggéseket:
K" u+K® u+K” 0
f=K"+K?+KY)u
f =K -u, ahol
K=K"+K?+K"
A rendszer K merevségi matrixat az egyes elemek globalis koordinatarendszerben felirt,

megfeleld nulldkkal feltoltott sorokkal és oszlopokkal kiegészitett merevségi matrixainak
0sszegeként kaphatjuk meg. Ez az 6sszeflizés.



Példa a globalis merevségi matrix Kiszamitasara

Az el6z0 négy alfejezetben attekintettiik azokat a 1épéseket, amelyek elvezetnek a globalis
merevségi matrix kiszamitasaig. Mieldtt tovabb haladnéank, lassunk egy szamszert példat,
amely illusztralja az eddigieket. Hiromtagt racsos tartoszerkezet idealizalt modelljét
vizsgaljuk. Minden egyes tag kor keresztmetszeti cs6, amelynek falvastagsaga 0,2 mm, bels6
sugarai r(1)=3,7 mm, r(2)=1,8 mm, r(3)=10,6 mm, anyaguk acél, igy

EV=E®=E®=2,1-10" N/m’ =2,1-10°MPa .

LP=1'm

(D)

LY=1m

18. abra: A tarté méretei €s a globalis koordinata rendszer

A rendelkezésiinkre 4116 adatokbol kiszamitjuk a linearis radelemek rugdéallandoit:

M, A
k0 =E AT 1000 Nk =500 Nk = 200N
Lo m m m
(A keresztmetszetek természetesen az A=R*n-r’n formulabol kaphatok, ahol R a kiilsé, r a
bels6 sugar.) Az adatokat szandékosan ugy valasztottuk, hogy a rugoallanddok kerek szamok
legyenek, és igy a szamitdsok menete konnyebben kdvethetd legyen. Az egyes elemek

merevségi matrixai a lokalis koordinata rendszerben

1 0 -1 0

, 0 0 0
K" =1000- N
= -1 0 0lm

0 0 0 0
[ 0 -1 0]

, 0 0 0 0
K®' =500- N
= -1 0 1 0|m

10 0 0 0
(1 0 -1 0]

, 0 0 0 0
K® =200- N
= -1 0 1 0|m

10 0 0 0




Lathatjuk, amit mar kordbban is megallapitottunk, hogy a lokalis rendszerben felirt
merevségi matrixok (kétcsomopontu linedris radelem esetén) csupan egy szorzotényezdben
térnek el egymastol. Munkank kovetkez6 fazisaban attériink a lokalis koordinatakrol globalis
koordinatakra. Ehhez meg kell szerkesztentlink a T, T, T® transzformacids matrixokat. A
feladatul kitizott racsos tartd esetén az egyes végeselemeknek a globalis x-tengellyel bezart
szdgei rendre (p(1)=0°; (p(2)=90°; (p(3)=45°. Ebbol

1 000
T(,)_0100
= 0010
00 0 1
0 1 0 0
e 10 0 0
= 10 0 0 1
0 0 -1 0
S )
— — 0 0
NN
11
- 0 0
T(3)_\/§\/§
= 1
0 0 ——

e}
e}
|

1= 551

Vegyiik észre, T egységmatrix, ami 6sszhangban all azzal, hogy az (1) elem lokalis
koordinatarendszerének tengelyei parhuzamosak a globalis koordinatarendszer tengelyeivel.
Most végezziik el a transzformaciot:

1 0 -1 0
KO = TOT. KD . T Z1000. 00 0 0O|N
0 0 0 0]
[0 0 0 0]
K? = TOT. K@ . T® = 500. 0 1 0 -1 N
- - = = 0 0 0 0|m
0 -1 0 1

0,5 0,5 -0,5 -0,5
0,5 0,5 -0,5 —-0,5|N
~0,5 -0,5 0,5 0,5 |m
~0,5 -0,5 0,5 0,5

Ahhoz, hogy 6sszeadjuk a matrixokat, ki kell egésziteniink azokat nulla sorokkal €s
oszlopokkal, amelyek a hianyzé indexeknek megfeleld helyre keriilnek:

5(3)' _ 1(3)T £<3>' '1(3) ~900-



1 0 -1 000
00 0 00O
<D~ 1000. -1 0 1 00 0N
= 0 0 0 00 O0|m
00 0 00O
10 0 0 0 0 0]
000 0 0 0]
000 0 0 O
K@ —500. 000 00 0N
= 000 1 0 -1m
000 0 0 O
000 -1 0 1|
0,5 05 0 0 -0,5 —0,5]
05 05 0 0 —0,5 0,5
<O —200. 0 0 00 0 0 N
= 0 0 00 0 0 |m
-0,5 -0,5 0 0 0,5 0,5
-0,5 -0,5 0 0 0,5 0,5
Most elvégezhetjiik az 6sszeadést:: ) .
1100 100 -1000 0 —100 —100
100 100 0 0 -100 —100
KO KD K -1000 0 1000 0 0 0 N
= = = = 0 0 0 500 0 —500|m
-100 -100 0O 0 100 100
| -100 -100 0  -500 100 600

A K globalis merevsegi matrix szimmetrikus. A konnyebb atlathatosag kedveért kiemeliink

100-at, és igy irjuk:
11
1

K=100-

Peremfeltételek

-10
0
10

S wn O O O

3|z

A globalis merevségi matrix kiszamitasdhoz konkrét alakot 61tott a
Ku=f
egyenlet. A feladat azonban nem csupan a tart6 elemeit adja meg, hanem a befogasokat is,

amelyeket kinematikai peremfeltételeknek neveziink, mert az ismeretlen u
elmozduldsvektorra vonatkozé eldirasokat jelentenek. A befalazas és a gorgds alatdmasztas



azt jelenti, hogy az 1. csomdpont nem mozdulhat el, a 2. csomdpont pedig csak x irdnyba
mozoghat, y iranyba nem. Ezt szemlélteti az alabbi abra:

A kinematikai peremfeltételek figyelembevételével az u globalis elmozdulas vektort az
alabbi alakban keressiik:

0
0
Uy
0

u

=]
I

x3

uy3

A befogason kiviil a feladat megadja a 3. csomdpontban hatd kiils6 erdket is:
f,=2N
f,=1N

valamint tudjuk, hogy a gérgds aldtdmasztas x iranyu er6t nem képes kifejteni, azaz
f,=0N.

Ezt is szemléltethetjiik az dbran:



A kiilso erok vektora az alabbi alaku:

=1
I

Mivela K globalis merevségi matrix szingularis, a K cu=f egyenlet nem oldhat6 meg

peremfeltételek megadasa nélkiil! (Ez azt jelenti, hogy a sorai nem linearisan fiiggetlenek,
vagyis a rangja kisebb, mint a sorainak a szdma.) Az ilyen tipusu feladatok kézzel valo
megoldésara altalanosan ismert a kdvetkez6 eljaras. Toroljiik a globélis merevségi matrixbol
azokat a sorokat és oszlopokat, amelyek a kinematikai peremfeltételben adott elmozdulas
komponenseknek felelnek meg. Igy mara K nem lesz szingularis, és az egyenlet megoldhato.

Ezt latjuk a kovetkezd alfejezetben.

A feladat megoldasa

A peremfeltételek figyelembevételével a feladatot leird egyenlet igy irhato:

11 1 =10 0

1 1 0 0

-10 0 10 0
100-

0O 0 0 5

-1 -1 0 0

-1 -1 0 =5

-1
-1

0
0
1
1

-1
-1
0
-5
1
6

0
0
Uy
0
Uys

uy3

f

x1

yl
0
£,

2
1

Mind a matrixb6l, mind a vektorokbol elhagyjuk x;, y; és y_z sor_okat ¢s oszlopokat.



111 -10 0 -1 1707 [r,
11 0 0 -1 -1 0| |,
-10 0 10 0 O O u, 0
100- =

0O 0 0 5 0 -5(60 f,
1 -1 0 0 1 1l uy]| |2
1 501 6|us| | 1]

10 0 Offu, 0

100 0 1 1fu,|=[2

0 1 6flu 1

x3
Ez a redukalt egyenlet, amit megoldhatunk t6bb modszerrel (pl. Gauss-eliminacioval), de itt a
legelemibb megoldast kozoljiik, amely kisszamu ismeretlen esetén hasznalhat6 csak. A matrix
szorzas szabalyai szerint elvégezve a kijelolt miveleteket, és a vektorokat komponensenként
felirva a kovetkez6 egyenletrendszerhez jutunk:
100x10u_,=0
100-(u,+u,)=2
100-(u,+6u )= 1

Ebbd6l a megoldas:
u,=0m
u ,=0,022 m
u,= -0,002 m

Ez az eredmény konnyen értelmezhetd: megkaptuk azokat az elmozdulasokat, amelyeket a
befogas nem tilt meg. Itt jegyezziik meg, hogy a kapott elmozdulas értékek szokatlanul
nagyok. Ennek oka az, hogy a tartoszerkezet igen vékony fali csovekbdl all (0,2 mm az
alufolia vastagsaga), de mivel a valdosagban az sem idedlisan rugalmas, ilyen nagy
megnyulasok esetén elszakad. Azonban az adatok megvalasztasakor most a kis szamok
hasznalata és a szamitasok kovethetdsége volt az elsédleges cél.

A csomopontok elmozdulasai tehat:

0
0
0

e |
I
=

0
0,022
|-0,002 |

A Kiilso és belso erok Kiszamitasa

Ha az u elmozdulas vektor ismert, akkor a merevségi matrix segitségével minden erdt ki
tudunk szdmolni:



11 1 =10 0 -1 -1 o | [-2]

1 1 0 0 -1 -1 0 -2

— - -10 0 10 0 0 O 0 0
f=K-u=100- _

= 0O 0 0 5 0 -5 0 1

-1 -1 0 0 1 11002 2

-1 -1 0 -5 1 6]-0002] |1

Ezzel megkaptuk a befogasokban ébredd, tin. reakciderdket. Vegylik észre, hogy az eldirt
er0komponensek automatikusan adodtak.

2N

2N

&

19. abra: A racsos tartora hato eldre megadott terhelés (fxs; fy3)
¢s a kiszdmitott reakciderdk

Az egyes rudak igénybevétele szintén fontos kérdés egy tartoszerkezet vizsgalatakor
(méretezéskor), ezért kiszamitjuk az egyes elemekre hat6 erOket. Ehhez az elemek merevségi
matrixat hasznaljuk fel (globalis koordinata rendszerben):



